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spécialité Mathématiques

EXERCICE 1 8 points
1
L fx)=2 [x+(1-x)e*]
a. Ona (croissance comparée) lim xe** =0, dolt lim f(x) = —o0.
X——00 X——00

1

(x) = = (xe 2* + 1 — x) ; la limite de xe %* en +oo est égale 2 0 et
> g

lim xe 2*

= —o0. Conclusion: lim f(x)= —oo.
X—+00 X—+00

1 1
b. On calcule la différence d(x) = f(x) — r_2 (1-x)e?* . On sait que = e?* est positif

pour toutréel x. Donc d(x) est du signe de 1 — x . Conclusion (¥) est au dessus de
Asur | —oo;1[ et en dessous sur ]1; +oo[

2. x, (1 -x) et e®* sont des fonctions dérivables sur R, donc f fonction obtenue par

somme et produit de ces fonctions dérivables sur R est dérivable sur R.
1 (1-x 11 1-x) 1 e** 1

"(x :—x+(—)e2x; "(x :———e2x+2e2x(—):—+— 1-2x) == [1+ (1 =2x)e?*].
f()2 > f()22 > 22( )2[( )e™|

3. u(x)=1+(1-2x)e%*

a. u/(x)—2e** +2(1 - x)e** = —4xe** qui est du signe de —x. D’ot1 le tableau de va-
riations:

X —00 0 a +00
u'(x) + -
2
u(x) / \@\
1 —00

b. Onau(0)=1+1=2etu(l)=1-e<0.Donc sur l'intervalle [0; 1], la fonction u
est : dérivable ; monotone décroissante; u(0) > 0 et u(1) <0.

Conclusion : il existe un réel unique « de I'intervalle [0; 1] tel que
u(a) =0.

La calculatrice livre : u(0,63) = 0,08 et u(0,64) = —0,007. Donc d’apres le théo-
réme ci-dessus 0,63 < a < 0,64. Réponse a ~ 0,64 4 1072 prés par exces.

c. Le tableau donne donclesignede u: x<a < u(x)>0etx>a < u(x) <0

1
4. Ona f'(x) = > u(x) : le signe de f’ est celui de u. On a donc le tableau de variations :



X 00 a 1 +00
(% + 0 -~
f(x) / fla@) \
_oo _OO
5. Voicila courbe :
A
1 p
5 -4 3 -2 -1 1 i
_1 4
_2 4
_3 4
_4 4
EXERCICE 2 8 points

Partie A

1. On considere la suite (p,) définie pour tout entier naturel n, par p, = n* —42n +4.
Affirmation 1 : La suite (p,) est strictement décroissante.

Pa2 =222 —42 x 22+ 4 = —436 et py3 = 23% — 42 x 23 + 4 = —433
P22 < p23 donc la suite (p,,) n’est pas décroissante.

Affirmation 1 fausse




2. Soit a un nombre réel. On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

* uy = aet, pour tout entier naturel n, u;,;; = %\/ u’ +8;
* v, =u? -1 pour tout entier naturel n.
Affirmation 2 : La suite (v,) est une suite géométrique.
Pour tout 1, v, = u2 — 1 donc u2 = v, +1.

2
mﬁlzuzl—lz(lwui+% —1:l(u§+8)—1:1u§+§—1:}-(un+1)—l
t 3 9 9" 9 9 9

1 +1 1 1
9" 9 9 9"

1
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g

Affirmation 2 vraie

3. On considére une suite (w,) qui vérifie, pour tout entier naturel n, n?> < (n+ 1)?w, <
n? +n.
Affirmation 3 : La suite (w,) converge.

Pour tout n non nul,
n?<(n+1)%w <n2+n(=>n—2<w ﬂ
= " m+1)2 " " T (n+1)2
( n )2 n’+n
— w —
n+1 "Sn2+2n+1
2 1
1 14—
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|1 SWnSsT3 T
1+— I+—+—
n n o n
2 1
14—
.1 . . 1 . n
lim —= lim — =0donc lim | —| =1let lim ————=1
n—+o0y; n—+oo 2 n—+00 1 n—+00 2 1
1+— I+—+—
n n o n
D’apres le théoreme des gendarmes, on peut en déduire que liI}l wy=1.
n—+oo
Donc la suite (w;,) converge.
Affirmation 3 vraie
Partie B
s : . 1 . 2Uy
On considere la suite (U,) définie par Uy = 3 et, pour tout entier naturel n, Uy41 = iU
n
9 1
2U, 5 1 2
LU=, = 17373
O 14=- 2
2 2
2. On va démontrer par récurrence, pour tout entier naturel n, la propriété &, : U, =
271
1+2n°




¢ Initialisation
2% 20 1 1 s .
Pour n=0, = = = — = Up donc la propriété est vraie au rang 0.
1+27 1420 141 2

» Hérédité
On suppose la propriété vraie pour un entier naturel n quelconque; on va dé-
montrer que la propriété est vraie aurang n + 1.

2}’1
U 2U,  %Tqan  2x2" 142" on+l o+l
= = = X = =
S T T L B L R
1+2n

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0; donc,
d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel
n.
2}’1
1+2n
3. On consideére les trois algorithmes suivants dans lesquels les variables n, p et u sont
du type nombre. Pour un seul de ces trois algorithmes la variable u ne contient pas le
terme U, en fin d’exécution.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, ona U, =

Algorithme 1 Algorithme 2 Algorithme 3
1
U — 5 1
i—0 U—s
. 2 —2n
Tantquei<n Pour i allantde 0 a n p p
u+l u+l P+
i—i+1 Fin Pour
Fin Tant que

Dans l'algorithme 2, le nombre i varie entre 0 et 7 donc prend 7 + 1 valeurs; la valeur
de u en sortie est donc U,4;. Lalgorithme 2 ne convient donc pas.

EXERCICE 2 8 points
(n+1)! (n+1)! 5, 4 nn+l) (n-1nn+1) nbBn-4)
. + =—n——n < + =
2n-1)! 3l(n-2) 3 3 2 6 3
n@Bn+3+n>-1-10n+8

=0 < n=00un®*-7n+10=0.

6
On résout cette équation du second degré : A=9doncn=5oun=2

Or n =2 car sinon (n + 1//3) n'existe pas . Les solutions sont donc n=5oun =2

n! n! n! nn-1 nn-1n-2)
n= + + <~ bn=n+ +
(n-1! 2(n-2)! 6(n-3)! 2 6
— n4-3n+3-n>+3n-2)=0 < n=00u25-n%=0.

Onadoncn=50un=-5

Or n =3 doncla seule solutionest n=>5
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