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Spécialité Maths

1. On considere I’équation (E) arésoudredans Z: 7x -5y = 1.
a. 7x3-5x4=21-20=1donc (3;4) est solution de (E).

b. ¢ Lecouple (x; y) estsolutionde (E)donc: 7xx - 5xy =1
Le couple (3; 4) est solution de (E) donc: 7x3 — 5x4 =1
Par soustraction membre a membre : 7(x-=3) = 5(y—-4) =0

donc 7(x —3) =5(y —4).

* Réciproquement, sile couple (x; y) est tel que 7(x—3) = 5(y—4), on peut dire
que7(x—3)-5(y—4)=0 < 7x-21-5y+20=0 < 7x-5y=1,etdonc
que le couple (x; y) est solution de (E).

* Doncle couple d’entiers (x; y) est solution de (E) si et seulementsi 7(x—3) =
5(y—4).

c. ¢ Soit (x; y) un couple d’entiers solution de (E), ce qui équivaut a 7(x — 3) =
5(y—4).
7(x —3) =5(y —4) entraine que 7 divise 5(y —4) ; or 7 et 5 sont premiers entre
eux, donc, d’apres le théoreme de Gauss, 7 divise y—4. Donc il existe un entier
relatif k tel que y —4 = 7k ce qui équivauta y =7k +4 avec k€ Z.

Comme 7(x—3) =5(y—4) et y—4 =7k, celaimplique que 7(x—3) =5 x 7k ce
qui équivaut a x —3 = 5k ou encore x =5k + 3.

. . x =5k+3
Donc si (x; y) est solution de (E), alors{ y = Thk+4 ouke”Z
» Réciproquement, sile couple d’entiers (x; y) est tel que
x =5k+3 | B B
{ y = Tk+4 oukeZ alors7x-5y=7(05k+3)-5(7k+4) =35k+21-35k

20 =1 donc (x; y) est solution de (E).

* Donc les solutions entieres de I’équation (E) sont exactement les couples
(x; y) d’entiers relatifs tels que

{ ;i%ii ouke Z

2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les 25 jetonsily a
X jetons rouges et y jetons verts. On sait que 7x -5y = 1.
D’apres la question 1, on peut dire que x =5k + 3 et y = 7k + 4 avec k entier relatif. Le
nombre de jetons est un nombre positif, et ne doit pas dépasser 25 qui est le nombre
total de jetons dans la boite.
Pour k=0,x =3 ety =4;il peutdoncyavoir 3 jetons rouges, 4 jetons verts et 25—-3—4 =
18 jetons blancs.
Pour k =1, x =8 et y = 11; il peut donc y avoir 8 jetons rouges, 11 jetons verts et
25—-8—-11=6jetons blancs.

Les autres valeurs de k ne donnent pas de résultats répondant au probleme.



Dans la suite, on supposera qu’il y a 3 jetons rouges et 4 jetons verts.

3. Comme au départ c’est-a-dire pour n = 0, le pion est en A, on peut dire que Xy =
(1 0 0).
D’apres le texte, on tire au hasard un pion dans la boite, donc il y a équiprobabilité. Il

y a 3 pions rouges sur 25 donc la probabilité de tirer un pion rouge est 55 = 0,12. On
4
calcule de méme la probabilité de tirer un pion vert : % = 016 et la probabilité de tirer

) 18
un pion blanc: — =0,72.
25

On cherche la probabilité a,+; qu'al’étape n + 1 le pion soit en A.
S’il était en A al’étape n, il faut tirer une boule blanche pour qu’il y reste, ce qui se fait
avec une probabilité de 0,72. Comme il avait une probabilité égale a a, d’étre en A a
'étape n, on retient 0, 72a,,.
S’il était en B a I'étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu'’il passe en A, ce qui se
fait avec une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a b, d’étre en B
al’étape n, onretient 0,12b,,.
S’il était en C a I’étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu’il passe en A, ce qui se
fait avec une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a c,, d’étre en C
al’étape n, on retient 0, 12¢,.
On peut donc dire que : a,+1 =0,72a, +0,12b, +0,12¢,.
On justifie de la méme facon b,;; et c,4; etl’'ona:
an+1 = 0,72a, + 0,12b, + 0,12¢,
by+1 = 0,12a, + 0,72b, + 0,16¢,
cn+1 = 0,16a, + 0,16b, + 0,72¢,
ce qui donne sous forme matricielle
0,72 0,12 0,16
(@ns1 bpe1 cni1)=(an bn cn)x|0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72
0,72 0,12 0,16
soit X1 =X,TouT=1/0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72

3 37 4
10 110 11 1 0 o0
1 1
4. Onadmetque T=PDPlouP'=(— —— 0 |etD=[0 0,6 0
1010 0 0 0,56
1 1 ’
0o — ——
11 11
a. Onsaitque P = (P_l)_1 ; on cherche donc a la calculatrice I'inverse de la matrice
1 7 4
P letontrouve:P=|1 -3 4
1 -3 -7
b. Onva démontrer par récurrence sur n (n > 1) la propriété &2, :

T"=pD"p~ L,

e Initialisation : on sait que T = PDP~! donc T = PD' P! et donc la propriété
est vraie au rﬂng n=1

2



* Hérédité : on suppose la proprlete vraie pour un naturel quelconque (p > 1),
c’est-a-dire TP = PDPP71; c’est I’ hypothese de récurrence.

On veut démontrer que la propriété est vraie au rang p + 1.

TPl = TP x T; d’apres 'hypothese de récurrence, TP = PD"P~! et on sait
que T =PDP~!. Donc TP™' = PDPP~! x PDP~! =

PDPP~1PDP~! = PDP*1 P! et donc la propriété est vraie au rang p + 1.
* La propriété est vraie au rang 1, elle est héréditaire, donc d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout n € N*, T" = PD" P!,

1 0 0
c. La matrice D est une matrice diagonale; D" = (0 0,6" 0
0 0 0,56"

On note a;, B, yn les coefficients de la premiere ligne de la matrice 7" ; ainsi

an Pn Yn
T" =

3 7 " 37—-77x0,6"+40x0,56"
On admetque a,, = —+ — x0,6" et B, = .
10 10 110

5. On rappelle que, pour tout entier naturel n, X,, = XoT".
a. X,=(an bp, cu)etXo=(1 0 0)

an Pn Yn
Xpn=XoT" < (an bn cn)=(1 0 0)x

< (an bn cp)=(an Bn 7vn)
Donc a, = a, et b, = B,. Or comme a chaque étape, le pion est soit en A, soit en
B,soitenC, a,+b,+c,=1letdoncc,=1-a,—-b,=1-a, - B.
3 7

b. an:1—0+1—0x06” or -1 <0,6 <1 donc hm 06”:0d’oulondedultque
) 3
lim a,=—.
n—+oo 10
37-77x0,6"+40x0,56" ) n
n== ;or—1<0,56<1donc lim 0,56" =0etcomme
110 37 n—+oo
lim 0,6" =0, on peut en déduire que hm b, =—.
n—+oo 110
3 37 4
chn=1-a,-b,donc lim ¢;,=1-———=—.
! S n—+oo " 10 110 11
) 3 33 37 4 40
c. lim a,=—= m b,=——et lim ¢, =

n—+00 10 110 ntoo 110  n—+oo 11110
Le sommet sur lequel on a le plus de chance de se retrouver aprés un grand

nombre d’itérations est le sommet qui a la plus grande probabilité au rang n;
c’est donc le sommet C.




