Exercice n°4 (spécialité) :
Partie A

D’une part:

w1 (- F)— -6 20—
(ﬂ) B (17574) - (

D’autre part :

H X1) _ 11 i\ _ 5
H ( I) (xz) - (11) (J’z) - (7
Le mot HILL est chiffré par le mot ZBZY
Partie B
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1. Puisque a et 26 sont premiers entre eux, alors, d’apres le théoreme de Bezout, il existe deux
entiersu et v tels que : au +26v = 1 c’est-a-dire tel que : au =1 -26v.

On obtient que : @ x u = 26 modulo 26.
2. a.
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b. Lalgorithme affiche 5, qui est donc le plus petit entierutelque ax u =1 mod 26.

Parsuite: 5x21=1 mod 26.
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b. Légalité 12A— A? =211 s'écrit (121 — A) x A=211.
Par suite: B=121—- A.

c. Supposons:
AxX=Y

Multiplions chacun des deux membres de I'égalité (a gauche) par B :

BxAxX=BxY
Puisque BA =211, I’égalité ci-dessus s’écrit :
21X =BY

On a prouvé :
AX=Y =21X=BY




Partie C

1. Puisque, par hypothése, Y=AX, on en déduit, d’apres la partie précédente :

21X =BY
N . (12 0 5 2\ (7 =2
ouBestlamatncelZI—A_(O 12)—(7 7)_(_7 5)
’ _ 21x1
eOnadunepart21X = (21x2)

e D’autre part :

(7 =2 () _[ T2y e
BY = (_7 5 ) (yz) = (_7y1 +5y2) On en déduit :

211 =7y1-2y>
21X ==7y1+5)»

2. Multiplions chacune des deux égalités ci-dessus par 5 :

105)61 = 35y1 - 10_)/2
105xy = —35y1 + 25y2

e Prouvons: x; =9r; + 161, mod 26 :
Puisque 105=1 mod 26, alors
105x;1 =x; mod 26 (a)

35=9 mod 26

De{ et , on déduit, par somme : 35y; =9r; mod 26 (1).
y1=r; mod 26
—-10=16 mod 26

De< et , on déduit, par somme: =10y, = 16> mod 26 (2).
Y2 =12 mod 26

En ajoutant membre a membre les congruences (1) et (2), on obtient

35y1 —10y2, =9r; + 161, mod 26 (b)

De (a) et (b) on déduit :
X1 =9r+16r, mod 26

 Un raisonnement analogue montre que

X, =17r1+25r, mod 26
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