Corrigé du bac blanc

EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 6 points

Partie A

1. La courbe €6, passe par le point A(1;0) donc u(1) =0.
La courbe %, passe par le point B (4; 0) donc u(4) = 0.

2. Ladroite 2 d’équation y = 1 est asymptote a la courbe %, en +co donc lir+n ulx)=1.
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lim ux)=a
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3. D’apres la premiere question u(1) = 0 ce qui équivauta 1+ T + P =0 << b+c=-1.

b ¢ b ¢
De méme u(4) =0 équivautal+—+ =0« 1+—+—=0 < 4b+c=-16.
4 42 4 16

On résoutle systemed ¢ = R =-l-b — 1= 4
Y 4b+c = —16 4b-1-b = -16 b=-5
4 x*-5x+4
Donc pour tout x de ]0; +oo[, u(x) =1——+ =
X X X
Partie B
4 x*>-5xlnx-4 . .
1. f(x)=x-5Inx—-— = ———————. Par croissance comparée :
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2. f(x)=x-5lnx——=x[1-5—/|——. Par croissance comparée :
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3. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo [ comme somme de fonctions dérivables et :

=1 5xl 4x( 1)_1 5+4_x2—5x+4_u(x)
B X x2)  x x2 x2 B

Un carré est toujours positif donc f'(x) a le signe de x? — 5x + 4. On calcule le discriminant :

5+3
A=9, x; :TZIetxZZT = 4. Puis on calcule f(1) = -3 et f(4) =3-5In4 = -3,93.

On dresse le tableau de variations de la fonction f :

b 0 1 4 +00
(%) = ux) + ) - ) +
-3 +00
fx) \ /
—00 3-5In4

Partie C

1. On appelle «f I'aire du domaine hachuré sur la figure ; c’est 'ensemble des points M (x; y) tels
quel<x<4etulx)<y<o.

4
Pour tout x de [1;4], u(x) <0donc &« = —f u(x)dx
1

4

f'(x) = u(x) donclafonction f est une primitive de la fonction uet donc f u(x)dx = f(4)—f(1).
1

On en déduit que « = f(1) — f(4) = -3 - (3-5In4) =5In4 - 6 unité d’aire.

2. Pour tout réel A supérieur ou égal a 4, on note <) |'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine

formé par les points M de coordonnées (x; y) tellesque4 < x < A et 0 < y < u(x).
A

Sur [4; +oo[, u(x) = f'(x) > 0 et donc I'aire o7 est égale, en unité d’aire, élf u(x)dx.
4
A

A
Or f u(x)dx = f(A) — f(4); on cherche donc A tel que f u(x)dx = & ce qui équivaut a
4 4

f(A)—f(4)=5In4-6 < f(A)—(3-5In4)=5In4-6 < f(1) =-3
On complete le tableau de variations de la fonction f :

X 0 1 4 ] +00

-3 : +00

7
10 \ / -

—00 3-5ln4~-3,93

f est continue comme somme de fonctions continues et strictement croissante sur [4; +oo],
de plus —3 est compris entre 3 —5In4 = —3,93 et +o00, donc, d’apres le corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur A telle que «f) = <.
Remarque: f(7) = -3,30 et f(8) = —2,90 donc A € [7; 8]

f(7,7)=-3,03et f(7,8) = —-2,98donc A€ [7,7;7,8]
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EXERCICE 2 Commun a tous les candidats 5 points

Partie A

2. D’apres l'arbre ci-dessus P(V N R) = 0,7 x 0,006 = 0,004 2.

3. D’apres l'arbre ci-dessus, P(R) = P(VNR)+P(BNR) =0,0042+0,3 x 0,05=0,0192.

P(BNR) 0,3x0,05

4. Pg(B) = -
r(B) P(R) 00192

~0,7813

Partie B : le vélo

1. Celarevient a calculer P(15 <TK 20). A la calculatrice nous obtenons, 0,946 0.

2. Il sera en retard au lycée s’il met plus de 20 minutes pour effectuer le trajet. On cherche donc la
probabilité de I'évenement « T > 20 ». A la calculatrice, nous obtenons P(T > 20) =0,0062

3. On cherche la durée maximale de son temps de parcours T, (en minutes) tel que P(T < Tp) =
0,9. A la calculatrice, nous obtenons P(T < 18,5) = 0,9. Ce qui signifie qu’il a une probabilité
égale 2 0,9 de mettre moins de 18,5 minutes environ. Il peut donc partir au plus tard a 8 heures
moins 19 minutes a une minute pres, c’est-a-dire 7 h 41 au maximum, de maniere a avoir une
probabilité d’arriver a ’heure de 0,9.



Partie C: le bus
T'-15 _ T'—y
o

suit une loi normale centrée-réduite.

1. D’apresle cours Z' =

T'—15>20—15

=

5
2. Puisque P(T' > 20) = 0,05, il vient P(— =) =005 < P(2'>=)=005.
o (o (o

A la calculatrice, en considérant une loi normale centrée-réduite Z’, on trouve que:

5 5
P(Z’ > 1,645) = 0,05 d'ott — = 1,645 et donc o' = —— =3,04 20,01 prés.
o )

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 5 points

Partie A

. 2
L. up=lzol=|V3-i|=\ V3 +(-1)2=V4=2.
2. Ups1 = lzne1l = 1A +1)zul = 1141l x |2,] = V2|2,| = V2u,. Donc (u,) est géométrique de raison
V2 et de premier terme ug = 2.
3. On déduit de la question précédente que, pour tout entier naturel n, on a u, = 2 (\/Z) "
4. (u,) est une suite géométrique de raison v2 > 1 et de premier terme strictement positif, elle
diverge donc vers +oo.

Variables : uestunréel
p est un réel
n est un entier

Initialisation : Affecter a nlavaleur 0
Affecter a u la valeur 2
5. | Entrée :  Demander la valeur de p
Traitement : Tantque u < p Faire

Affecter a nlavaleur n+1
Affecter a u la valeur v2 x u
Fin du Tant Que

Sortie . Affichern

Partie B
1. z1=1+)x(V3-D)=1+V3+i(v3-1).
3 1 . 2 2 _
2. 29 :2(\/7__5-) —2e 116 at14+i= \/§(§+§1) = \/zel”/‘l_

Donc z; = 2776 x /274 = 21/2el(F 1) = 21/2e17/12,

3. Des deux questions précédentes, on obtient que

1+ V3+i(V3-1) =2v2e"/12 :Zﬁ(cos(l_”z)ﬂsm(%))
D’ou
cos(l): 1+\/§= V28
12/ 22 4



EXERCICE 4 Commun a tous les candidats 5 points

Partie A : Conjecture

1, 3.1, 3 5
1. yy=—-ug+3upy— 5 =-72°+3x2--=-2+6--=~
2 2 2 2 2 2
1, 3 1(5)° 5 3 25 15 3 23
w=—--ujt3u—-=—7|7| t3x;—c=——F—+—-=—
2 2 2\2 2 2 8 2 2 8

1 3
2. En programmant a la calculatrice la fonction f définie par f(x) = —Exz +3x— > on obtient :

23\ 383 383
u3:fUQ):f(?;):iig~2£m219etu4:fUQ):f(i§§)z289997

3. On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et qu’elle converge vers 3.

Partie B : Validation des conjectures

I, 3 L,
1. 1/,,+1:un+1—3:—Eun+3un—5—3:—5un+3un—5

1 1 9
2 2 2
=—=\uy—6uy+9)=—=u;, +3up—=-=v
n 2( n n ) 2 n n 2 n+l1
1
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, v,y = ) v,z,l.

vfl:(un—?))z: ufl—Gun+9donc—§v

2. Soit &, la propriété : pour toutneN, -1 < v, <0.
* Yy=up—3=2-3=-1donc —-1< vy <0;lapropriété est vraie au rang 0.

* Supposons la propriété vraie a un certain rang p > 0, c'est-a-dire —1 < v, < 0.

1

On sait que, pour tout p, Up+1 = _5 U%.

1 1 1

—1<VP<0:30<U§<1:3—£<—5v2<0:3—5<vm4<0
Donc —1 < vp41 <0, ainsi la propriété est vraie au rang p + 1.

* La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire ; donc elle est vraie pour tout entier

naturel n : pour tout ndeN,ona: -1< v, <0.

1 1
3. a. Pour toutentier naturel n: v,.1 — v, = ~3 vi —Up=—-Vp (E v, + 1)

b. Pour tout n, v,, <0donc —v, > 0.

1 1 1
vn<0etdonc5<§1/n+1<l;doncgvn+1>0.

N =

1
Pour tout n, -1 < v, <0donc -3 <

1
1 = —-v, (—vn+1) >0 et finalement v,,4; — v, >0
Evn+1>0 2

Pour tout n, v,4+1 — v, = 0, donc la suite (v,;) est croissante.

4. La suite (v,) est croissante et majorée par 0 donc, d’apres le théoreme de la convergence mo-
notone, la suite (v,) est convergente.

1
5. On note ¢ limite de la suite (v,;). On admet que £ € [—1; 0] et vérifie 'égalité : ¢ = —522.
1
On résout’équation x = —Exz dont ¢ est solution :

1
x:—zx2 — 2x+x°=0 << x2+x)=0 << x=0oux=-2

Mais on sait que £ € [ —1; 0] donc ne peut pas correspondre a x = —2.
Donc ¢ =0 et la limite de la suite (v,,) est 0.



6. La suite (v,) est croissante et, pour tout n, u, = v, +3; donc on peut dire que la suite (u;) est
croissante.

La suite (v,) est convergente vers 0 donc, d’apres les théoremes sur les limites, on peut dire que
la suite (u,) est convergente vers 3.

Les conjectures faites dans la partie A sont donc validées.

EXERCICE 4

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

1. On considere I’équation (E) arésoudredans Z: 7x -5y = 1.
a. 7x3-5x4=21-20=1donc (3;4) est solution de (E).

b. ¢ Lecouple (x; y) est solution de (E) donc: 7xx — b5xy =1
Le couple (3; 4) est solution de (E) donc: 7x3 — 5x4 =
Par soustraction membre a membre : 7(x-3) - 5(y—-4) =0

donc 7(x —3) =5(y —4).

Réciproquement, si le couple (x; y) est tel que 7(x —3) = 5(y —4), on peut dire que
7(x=3)=5(y—4)=0 < 7x-21-5y+20=0 < 7x-5y =1, etdonc que le couple
(x; y) est solution de (E).

Donc le couple d’entiers (x; y) est solution de (E) si et seulement si 7(x —3) =5(y —4).
Soit (x; y) un couple d’entiers solution de (E), ce qui équivaut a 7(x —3) = 5(y — 4).
7(x—3) =5(y—4) entraine que 7 divise 5(y —4) ; or 7 et 5 sont premiers entre eux, donc,
d’apres le théoréme de Gauss, 7 divise y — 4. Donc il existe un entier relatif k tel que
y—4="7kcequiéquivauta y =7k+4 avec k€ Z.

Comme 7(x —3) = 5(y—4) et y—4 = 7k, cela implique que 7(x —3) = 5 x 7k ce qui
équivaut a x —3 =5k ou encore x =5k + 3.

. . x =5k+3
Donc si (x; y) est solution de (E), alors { y = Thk+4 oukeZ
Réciproquement, sile couple d’entiers (x; y) est tel que

{ MR oukeZ alors 7x -5y =7(5k+3) —5(7k+4) =35k +21 -35k—-20 =1

y = 7k+4
donc (x; y) est solution de (E).

Donc les solutions entieres de I'’équation (E) sont exactement les couples (x; y) d’en-
tiers relatifs tels que
{ x = 5k+3

y = Thk+4 ouke Z

2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les 25 jetons il y a x jetons
rouges et y jetons verts. On saitque 7x -5y = 1.

D’apres la question 1, on peut dire que x =5k +3 et y = 7k +4 avec k entier relatif. Le nombre de
jetons est un nombre positif, et ne doit pas dépasser 25 qui est le nombre total de jetons dans la

boite.

Pour k =0, x =3 et y = 4; il peut donc y avoir 3 jetons rouges, 4 jetons verts et 25-3 -4 = 18
jetons blancs.

Pour k=1, x=8et y=11; il peut donc y avoir 8 jetons rouges, 11 jetons verts et 25-8—-11=6
jetons blancs.

Les autres valeurs de k ne donnent pas de résultats répondant au probleme.



3. Comme au départ c’est-a-dire pour n =0, le pion est en A, on peut dire que Xo=(1 0 0).
D’apres le texte, on tire au hasard un pion dans la boite, donc il y a équiprobabilité. Il y a 3 pions

3
rouges sur 25 donc la probabilité de tirer un pion rouge est 7 = 0,12. On calcule de méme la

4 18
probabilité de tirer un pion vert : 25 = 016 et la probabilité de tirer un pion blanc : 25 = 0,72.

On cherche la probabilité a,+, qu'al’étape n + 1 le pion soit en A.
S’il était en A al’étape n, il faut tirer une boule blanche pour qu'il y reste, ce qui se fait avec une
probabilité de 0,72. Comme il avait une probabilité égale a a,, d’étre en A al’étape n, on retient
0,72a,,.
S’il était en B a I'étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu’il passe en A, ce qui se fait avec
une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a b,, d’étre en B a I'étape n, on
retient 0,12b;,.
S’il était en C a I’étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu'’il passe en A, ce qui se fait avec
une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a ¢, d’étre en C a I'étape n, on
retient 0,12c,,.
On peut donc dire que : a,+; =0,72a, +0,12b, +0,12¢,.
On justifie de la méme facon b, et c,+; etl’'ona:
ay+1 = 0,72a, + 0,12b,, + 0,12¢,
by+1 = 0,12a, + 0,72b, + 0,16¢,
cn+1 = 0,16a, + 0,16b, + 0,72¢c,
ce qui donne sous forme matricielle
0,72 0,12 0,16
(@ns1 bnsr cne1)=(an bnp cy)x|0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72
0,72 0,12 0,16
s0it X,.1 = X,TouT=(0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72

3 37 4
10 110 11 1 0 0
4. Onadmetque T=PDP 'ouP ! = 1 0 |[eeD=]|0 0,6 O
1010 0 0 0,56
1 1 !
1 11
a. Onsaitque P = (P_l)_1 : on cherche donc a la calculatrice I'inverse de la matrice P~! et on
1 7 4
trouve: P=|1 -3 4
1 -3 -7
b. On va démontrer par récurrence sur n (n > 1) la propriété &, :
T"=pD"P !,

e Initialisation : on sait que T = PDP~! donc T = PD'P~! et donc la propriété est vraie
aurang n=1.

* Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un naturel quelconque (p > 1), c’est-a-
dire TP = PDPP7L; C’est I’hypothése de récurrence.
On veut démontrer que la propriété est vraie au rang p + 1.
TPl = TP x T; d’apres I’hypothése de récurrence, T? = PD"P7! et on sait que T =
PDP~!.Donc TP*! = pDPP~1xpDP~! = pDPP~1pDP~! = pDP*!1 p~1 etdoncla pro-
priété est vraie au rang p + 1.



* La propriété est vraie au rang 1, elle est héréditaire, donc d’apres le principe de récur-
rence, elle est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout n € N*, T = PD" P!,

1 0 0
c. La matrice D est une matrice diagonale; D" =0 0,6" 0
0 0 0,56"

(257 ﬂn Yn
On note a, B, v les coefficients de la premiere ligne de la matrice 7" ; ainsi T" =

3 7 37-77%x0,6"+40x0,56"
On admetque a, = —+—x0,6"et §, = .
10 10 110

5. On rappelle que, pour tout entier naturel n, X,, = Xo T".
a. Xp=(an bp, cy)etXo=(1 0 0)

@n Bn Yn
Xpn=XoT" < (an bn cp)=(1 0 0)x

< (an bp cp)=(an Bn 7Yn)
Donc a, = a, et b, = B,. Or comme a chaque étape, le pion est soit en A, soit en B, soit en
C a,+b,+c,=1letdoncc,=1-a,—-b,=1-a,— Bx.

3 7 3
b. a,=—+—x0,6";0r-1<0,6<1donc l1m 0,6" —Odoul’ondedmtque hm an—E.

10 10
37-77x%x0,6"+40x0,56" n
n= ;or—1<0,56<1donc lim 0,56" =0 et comme
110 n—+00
37
lim 0,6" =0, on peut en déduire que hm b, =—.
n—-+oo 110
3 37 4
¢p=1-a,-b,donc lim ¢,=1-———=—.
n—+0o 10 110 11
. 3 33 . 37 . 4 40
c. lim a,= im b,=—et lim ¢,=— =

oo T 10 T 110 nmteo T 110 nteo ™ T 11 110
Le sommet sur lequel on a le plus de chance de se retrouver aprés un grand nombre d’ité-

rations est le sommet qui a la plus grande probabilité au rang n; c’est donc le sommet
C.



