Corrigés Ezxercices classe PGCD , Bézout ,Gauss

Exercice 1

1.

Voir le cours.

2. On considére le nombre de Mersenne 233 — 1.

(a) Si 3 divise 2°* —1 et 4 divise 2°* —1, comme 3 et 4 sont premiers entre eux, d’aprés
le 1. 12 devrait diviser 23 — 1 ce qui est contradictoire avec ce que dit 1'éléve : il
a donc tort.

(b) 233 est un naturel pair donc 23 — 1 est impair donc 4 ne peut le diviser.
(c)2=—-1 B]=>28=(-1P B < 2=-1 3= )" =-1D" 3 <
233 = —1 [3] ce qui montre que 3 ne divise pas 2% — 1.
(d) S=1+2°+(2) + 2"+ + (2" ;
238 =23 4 24 4 (28)° + (28)° + ... + (29)", d'on par différence :
—

(e) S est une somme d’entiers naturel donc est un entier naturel ; le résultat précédent
montre que (23)'' — 1 est donc un multiple de 7.

78=(2)" -1 —= 5=

Finalement 233 — 1 est divisible par 7.

3.2T—1=128 —1=127.

Ce nombre n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7 (dans la division reste
1), ni par 11 (dans la division reste 7), ni par 13 (dans la division reste 10) et comme
132 = 169, il est inutile de continuer : 127 est premier.

4. (a) Comme on vient de le voir pour 127, 'algorithme cherche le reste de la division

de 233 — 1 par les naturels 2, 3, 4, etc., k < /2" — 1 tant que le reste est non nul.

Or on a vu que le nombre 233 — 1 est divisible par 7, donc I’algorithme va afficher
ce diviseur 7 et CAS 2.

En effet 23 — 1 n’est pas multiple de 5 :

211 — 2048 et 2048 = 3 [5] = (211)° = 3% [5], mais 3° = 27 = 2 [5], donc
283 =2 [5]=2¥-1=1 [5].

Si on entre n = 7, 'algorithme affiche 12 et CAS 1 .

(b) Le cas 2 concerne donc les nombres de Mersenne non premiers et le nombre k est
le plus petit de ses diviseurs (différent de 1).

(c) Le CAS 1 concerne les nombres Mersenne premier comme 27 — 1.

Exercice 2
Partie A

1.

valeur de a 26 9 8
valeur de b 9 8 1
valeur de c 8 1 0
Affichage 1
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2.
Variables : | ¢ est un entier naturel
a et b sont des entiers naturels non nuls
Entrées : Demander a
Demander b
Traitement: | Affecter a c¢ le nombre r(a, b)
Tant que ¢ # 0
Affecter a a le nombre b
Affecter a b la valeur de c
Affecter a ¢ le nombre r(a, b)
Fin Tant que
Sortie : Sib=1
Afficher les nombres entrés sont premiers entre eux
Sinon
Afficher les nombres entrés ne sont pas premiers entre eux
Fin de Si
Partie B

1. Dans cette question, on choisit p =9 et ¢ = 2.

(a) Dans le tableau V correspond a 21, or 9x21+2 = 189+2 = 191 et 191 = 26 X 7+9
;donc ' =9 [26].

Dans le tableau 9 correspond a la lettre J.

(b) 9et 26 étant premiers entre eux, le théoréme de Bezout permet d’affirmer 'existence
de deux entiers relatifs u et v tels que 9u + 26v = 1.

Le couple (3 ; — 1) est un couple simple solution de cette équation.

(¢c) Onaax' =9x+2 [26] < ilexiste k € Z, 2/ =26k + 9z +2 < 32/ =
26k" 4+ 270+ 6 <= 32’ =26k +262+2+6 <= 32/ =26r"+2+6 < = =
26(—r") + 32" — 6 <= x =26(—r")+ 32" + 20, soit + = 32’ +20 [26]

(d) R correspond a z' = 17, donc 32’ +20 =514 20 = 71 et
71 =26 x 2+ 19, soit 71 =19 [26].

On a donc x = 19 qui correspond a la lettre T.

2. J correspond a x =9 et D correspond a ' = 3. de plus ¢ = 2 ; on a donc :

3=09+2 [26] < 9p =1 [26] ou encore 27p = 3 [26], mais on sait que
27 =1 [26] ; il en résulte que p =3 [26] et comme p est compris entre 0 et 25, on a
donc p = 3.

3. B correspond a x =1, dou 2’ =13z +2 =15 [26] et 15 correspond a la lettre P.

D correspond a x =3, dou '’ =13z +2 =41 [26] et 41 =15 [26] et 15 correspond
a la lettre P.
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Conclusion : deux lettres diftérentes sont codées par la méme lettre. Ce codage n’est
pas bon puisque le décryptage donnera plusieurs solutions.

Exercice 3
On considére I'algorithme suivant, ou A et B sont des entiers naturels tels que A < B :

Entrées : A et B entiers naturels tels que A < B

Variables : D est un entier
Les variables d’entrées A et B

Traitement : Affecter a D la valeur de B — A
Tant que D > 0
B prend la valeur de A
A prend la valeur de D
Si B > A Alors
D prend la valeur de B — A
Sinon
D prend la valeur de A — B
Fin Si
Fin Tant que

Sortie : Afficher A

1. On entre A =12 et B = 14. On remplit le tableau donné en annexe; voir page ?77.

La valeur affichée par ’algorithme est 2.

2. Cet algorithme calcule la valeur du PGCD des nombres A et B.
En entrant A = 221 et B = 331, I'algorithme affiche la valeur 1.

(a)

(b)

On a fait tourner I'algorithme pour A = 221 et B = 331 donc le PGCD de 221 et
331 est 1; ces deux nombres sont donc premiers entre eux.
D’aprés le théoréme de Bézout, on peut dire qu’il existe des entiers relatifs x et y
tels que 221x — 331y = 1 (équation (E)).
221 x 3 — 331 x 2 =663 — 662 = 1 donc le couple (3 ; 2) est une solution de (E).

(E) 221xz — 331xy =1

221 x3 — 331x2 =1
221(x — 3) — 331(y — 2) = 0 par soustraction

Donc 221(x —3) = 331(y — 2) et donc 221 divise 331(y — 2). Or on sait que 221 et
331 sont premiers entre eux donc, d’apreés le théoréme de Gauss, 221 divise y — 2.
On peut donc dire que y — 2 = 221k ou k € Z et donc que y = 2 + 221k.
De 221(z — 3) = 331(y — 2) on déduit 221(x — 3) = 331 x 221k ce qui équivaut a
xr — 3 = 331k; donc x = 3 + 331k.
L’ensemble solution de I'équation (E) est {(3 + 331k ; 24 221k)}, .,

3
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3. On considére les suites d’entiers naturels (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel
n par
Vo = 3

U, = 2+ 221n et { i1 = U+ 331

(a) La suite (v,) est arithmétique de raison r = 331 et de premier terme vy = 3; donc,
pour tout entier naturel n, v, = vg+n X r =3 + 331n.
(b) up =v, < 2+221p=3+331g « 221p—331g =1
D’aprés les questions précédentes, on a: (p, q) = (34 331k, 2 4 221k)ez
<p< < <
0<p<500 < 0<3+331k<500=ke{0,1} kefo.1)
0<q<500 < 0<2+221k <500= ke {0, 1,2}
Pour k=0, (p, q) = (3, 2) donc uz = vy = 665.
Pour k=1, (p, q) = (334, 223) donc uszy = vg93 = 73816.

Exercice 4
Partie A Inverse de 23 modulo 26

1. 23%(—9)—26x(—8) = —207+4208 = 1 : Ie couple (—9 ; —8) est solution de I’équation

(E).
231 — 26y ~ 1 . \
2. { 23 x (—9) — 26 x (—8) = 1 = (par différence membre & membre)

23(r+9) —26(y+8) =0 < 23(z+9)=26(y+8) (1)

Donc 23 divise 26(y + 8) et comme il est premier avec 26; il divise y + 8 (théoréme de
Gauss) : il existe donc un entier k tel que y + 8 = 23k <— y = —8 + 23k.

En remplacant dans (1) y + 8 par 23k, on obtient :

23(z +9) = 26 x 23k <= 2+ 9 =26 <= x = —9 + 26k.

Réciproquement les couples (—9 + 26k ; — 8 + 23k) vérifient (E) car

23(—9 + 26k) — 26(—8 + 23k) = —207 + 23 x 26k -+ 208 — 26 x 23k = 1.

Les couples solutions de (E) sont donc de la forme : (=9 + 26k ; — 8+ 23k), k € Z.
3. 1l faut trouver un (ou des) couple(s) de premier terme a tel que 0 < a < 25, donc

vérifiant :

0 < —9426k <25 <= 9 < 26k < 34. La solution k = 1 est évidente ce qui donne
a=—-9+26=17.

Donc comme 26b = 0 (mod 26), on a 23 x 17 =1 (mod 26).

Partie B Chiffrement de Hill

étapel étape 2 étape 3
1. \Sg — (18, 19) =" (21, 20) = VU
mot en clair mot codé
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2. (a)

(b)

()

(S1) y1 = 11z + 32, (mod 26)
' Yo = Txy+4x,  (mod 26)

_441‘1 — 12.%'2 — —4y1 (mod 26)
{ 211‘1 + 12372 — 3y2 (mod 26) = (pal" Somme)
—23x1 = —4y1 +3y2  (mod 26).
De méme :

1 = 1lag 43z, (mod 26)

(5) { Yo = Try+4x2  (mod 26) —

_771‘1 - 21,1'2 = —7y1 (mod 26)
{ 771‘1 + 44372 = ]_1y2 (mOd 26) - (par Somme)

23x9 = —Ty; + 11ys (mod 26) ou encore puisque
—7 =19 (mod 26) :
23x9 = 19y; + 11y, (mod 26).

Donc, tout couple (zy ; x3) vérifiant les équations du systéme (S), vérifie les
équations du systéme :

(Sh) 231 = 4y + 23y (mod 26)
2 = 19y; + 11y, (mod 26)

On a vu & la partie B que 23 x 17 =1 (mod 26) (23 a pour inverse 17 modulo
26), donc en multipliant chaque membre du systéme (S;) par 17, on obtient
() { 237, x 17 4oy x 17423y, x 17 (mod 26)
2319 X 17 19y; x 174 11ys x 17 (mod 26)

{ v = 68y, +391ys  (mod 26)

re = 323y; + 187y,  (mod 26)
Or 68 =16 (mod 26), 391 =1 (mod 26), 323 =11 (mod 26),
187 = 5 (mod 26), donc finalement tout couple (z1 ; x5) vérifiant les équations
du systéme (S3), vérifie les équations du systéme

s { 2

X2

!

16y1 + 2 (mod 26)
11y; +5y2  (mod 26)

On calcule 11z 4+ 3x9 = 11 (16y; + yo) + 3 (11yy + dy2) = 176y; + 11y, + 33y; +
15y2 = 209y, + 26ys.

Or209 =1 (mod 26) et 26 =0 (mod 26), donc

11z + 329 = 1y; + 0y, (mod 26).

De méme Txy +4xo = 7 (16y; + yo) +4 (11yy + 5yo) = 112y; + Ty + 44y, + 20y =
156y, + 27ys.

Or 146 =0 (mod 26) et 27 =1 (mod 26), donc

Txy + 4xe = 0y; + lys (mod 26).

Conclusion : tout couple (z1 ; x5) vérifiant les équations du systéme (S3), vérifie
les équations du systéme (S1).

Finalement les systémes (S7) et (S3) sont équivalents.

5
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(d) Pour YJ le couple (y; ; y2) = (24 ; 9). En appliquant les équations de (S3) on

obtient :
) 16 x24+49 (mod 26) e fm
To 11x244+5x9 (mod 26)

Or 393 = 26 x 15+ 3, donc 393 =3 (mod 26) ;
309 = 26 x 11 + 23, donc 269 = 23 (mod 26).

On a donc (x1 ; x2) = (3 ; 23) et en utilisant le tableau le mot décodé est donc

DX.

393  (mod 26)
309  (mod 26)

X2

Exercice 5
Partie A
On considére I'équation (E) : 25z — 108y = 1 ot = et y sont des entiers relatifs.

1. 25 x 13 — 108 x 3 = 325 — 224 = 1, le couple (13 ; 3) est bien solution de I’équation
95z — 108y = 1.

2. (zo;90) = (13 ; 3) est une solution particuliére de I'équation (E).
(x ; y) est solution de (E) équivaut a 25(x — x¢) = 108(y — yo) avec 25 et 108 premier
entre eux donc 108 divise x — xg

On a donc x — xg = 108k avec k entier relatif d’oti alors y — yo = 25k.

L’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) est {(13 4+ 108k ; 3 + 25k) 'k ¢

Partie B

Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels
vérifiant la relation 25g — 108¢c = 1.

1. Soit x un entier naturel.
Si x = a [7] alors © — a est divisible par 7. De méme x = a [19] entraine x — a divisible
par 19.

Or 7 et 19 sont premiers entre eux donc x — a divisible par 7 x 19 = 133. Ce qui s’écrit
encore x = a [133].

Donc si x = a [7] et x = a [19], alors x = a [133].

2. (a) On suppose que a n’est pas un multiple de 7.

7 est premier et a n’est pas un multiple de 7 donc d’aprés le petit théoréme de
Fermat on a a® =1 [7].

De plus 108 = 6 x 18 donc a'® = (a5)'* =18 [7] =1 [7].
On a donc (a®)? = a*9 = o' ™1%q x (a!®) =a x 1°[7] = a [7].
7.

(b) On suppose que a est un multiple de
On a alors a = 0 [7] et a®® = (a*)? = 0 (7] donc (a®)? = a [7].
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(c) On admet que pour tout entier naturel a, (a*®)? = a [19].
D’aprés les questions a. et b. on sait que I'on a aussi (a*)’ = a [7] on peut
donc en appliquant le résultat de la question 1. a x = (a®5)’ démontrer que

(a®)? = a [133].

Partie C On note A I'ensemble des entiers naturels a tels que : 1 < a < 26.

Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décodé.
La phase de codage consiste a associer, a chaque entier a de A, I'entier r tel que a* = r [133]
avec 0 < r < 133.

La phase de décodage consiste a associer a r , Ientier vy tel que r'3 = ry [133] avec
0<r <133.

1.7 = r13[133] = (a®)" [133] avec (g, ¢) = (13 ; 3) vérifiant la relation 25g — 108¢ = 1
d’aprés la partie A.

D’our d’aprés la question 2.c. de la partie B, (a2°)"* [133] = a [133] donc finallement on
bien 11 = a [133].
2. 128 = —5 [133] donc 128" = —5'3 [133] = —131 [133] = 2 [133]

59* = 130 [133] = —3 [133] donc 59 = (594)® x 59 = —3% x 59 [133] = —130 [133] =
3 [133)

Le message initiale était donc : 2 3.

Exercice 6
PARTIE B

On se propose de déterminer I’ensemble S des entiers relatifs n vérifiant le systéme :
n
n

On désigne par (u ; v) un couple d’entiers relatifs tel que 17u + 5v = 1.

[17]

9
3 [l

1. Recherche d’un élément de S.

(a) 17 et 5 sont premiers entre eux, donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u
et v entiers relatifs tels que 17u + 5v = 1.

(b) On pose ng =3 x 17Tu+ 9 x 5v.
Soit (u ; v) un couple solution, donc 17u + 5v = 1. On en déduit que 17Tu =1 [5]
et b =1 [17].
Alors ng =3 x 1Tu+9xbv =9 x 5o [17] =9 x 1 [17] =9 [17].
De méme : ng =3 x 1Tu+9 x50 =3 x 17Tu [5] =3 x 1 [5] = 3 [5].
Par conséquent, ng € S.



Corrigés Ezxercices classe PGCD , Bézout ,Gauss

(¢) Appliquons I'algorithme d’Euclide :
17T=3x542etb=2x2+1,doul=5—-2x2
=5—(17T-5x3)x2=17Tx (=2)+5xT.

On peut prendre (u ; v) = (=2 ; 7).

On obtient alors ng = 213 (ce n’est évidemment pas la seule valeur !)

2. Caractérisation des éléments de S.

(a) Soit n un entier relatif appartenant a S.
n=9[17] et ng =9 [17] donc n —ng = 0 [17].
De méme, n = 3 [5] et ng = 3 [5] donc n —ng =0 [5].
17 et 5 sont premiers entre eux, donc d’aprés la partie A, n — ng = 0 [85] (car
5 x 17 =85).
(b) On en déduit que, sin € S, n = ny [85] donc n = 213 [85].
Or 213 =170+ 43 = 2 x 85 + 43 = 43 [85] donc 213 = 43 [85].
Par conséquent : n € S <= n = 43 [85] donc n = 43 + 85k, k € Z.
Réciproquement, si n = 43 + 85k, k € Z , il est clair quen =9 [17] et n = 3 [5].

3. Application :

Soit n le nombre de jetons. On a: n=9 [17] et n = 3 [5].
D’aprés ce qui précéde, on a : n = 43 + 85k.

On sait que 300 < n < 400, donc 300 < 43 + 85k < 400. On en déduit que k = 4 et
que Zoé a 383 jetons.

Exercice 7

1.

(a) Les entiers 11 et 7 sont premiers entre eux, donc, d’apreés le théoréme de Bézout,
il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tels que 11lu — Tv = 1. Par ailleurs
11 x2—T7x3=1, le couple (2 ; 3) répond alors a la question.

(b) On a, en multipliant chaque membre de la derniére égalité par 5,
11 x10—7x15 =5. Le couple (10 ; 15) est donc une solution particuliére de (E).

(¢) Soit (x ; y) une solution de (E), alors 11x — 7Ty = 11 x 10 — 7 x 15, d’ou:
11(z — 10) = 7(y — 15). (1)

7 divise 11(xz — 10) et est premier avec 11, donc, d’aprés le théoréme de Gauss, 7
divise x — 10: il existe donc un entier relatif k tel que x — 10 = Tk. En remplacant
x — 10 par 7k dans (1), puis en simplifiant, on en déduit que y — 15 = 11k.
Ainsi, si (z ; y) est solution de (E), alors nécessairement (x ; y) est de la forme
(10+ 7k ; 15+ 11k) avec k € Z. Réciproquement, on vérifie aisément que de tels
couples sont bien solutions de (E).
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r€eEl; yelr
(d) Un point de D a coordonnées entiéres appartient a C si et seulement si ¢ 11z — Ty =5
0<x<H0; 0Ky

{ (z ; y) solution de (E) On cherche donc tous les entiers relatifs k tels que

0<2z<b0; 0Ky <al
10 50
0<10+7k <50et0< 15+ 11k < 50, ce qui équivautél—7 <k < = et
15 35
T <k< o Les seules valeurs possibles de k sont —1, 0, 1, 2 et 3. Il y a donc

cinq points de C donc les coordonnées sont entiéres:

A3 4) B(10: 15) C(17;26) D(24: 37) E(31; 48).

2. (a) Onall=1(5),7=2(5) et 5=0 (5), par conséquent, si le couple (z ; y) est
solution de (F), en passant aux congruences: 11x? — 7y? =5 devient x? — 2> =
0 (5), c’est-a-dire z* = 2y* (5).

(b) On calcule aisément:

Modulo 5, x est congrua | 0| 1|2]| 3|4
Modulo 5, x* est congrua | 0| 1| 4|41

Modulo 5, y est congrua | 0| 1|2]| 3|4
Modulo 5, 2y? est congrua | 0| 2| 3| 3|2

Les valeurs possibles du reste de la division euclidienne de x* par 5 sont donc 0, 1
et 4. De méme, les valeurs possibles du reste de la division euclidienne de 2y? par
5 sont 0, 2 et 3.

(c) Si (z ; y) est solution de (F), alors x*> = 2y* (5) ce qui n’est possible, d’aprés les
tableaux précédents, que si x =0 (5) et y = 0 (5), c’est-a-dire si x et y sont des
multiples de 5.

3. Supposons que x et y sont deux entiers multiples de 5. Alors il existe des entiers a
et b tels que x = 5a et y = bb. En réinjectant cela dans I'équation (F) on a alors:
11 x 25a* — 7 x 25b* = 5, c’est-a~dire 25(11a® — 7b*) = 5, ce qui est impossible (5 n’est
pas multiple de 25 !). L’équation (F) ne posséde donc aucune solution.

Exercice 8
1. On calcule : u; =2+3+6—-1=10;
Uy =4+9+36—-1=48;
ug = 8 4+ 27+ 216 — 1 = 250 ;
ug =16+ 81 4+ 1296 — 1 = 1392 ;
Uus =32+ 243 4+ 7776 — 1 = 8050 ;
ug = 64 + 729 + 46656 — 1 = 47448.

<
<
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2.0na:2=0 mod2=2"=0 mod 2 ;

3=1 mod2=3"=1 mod 2 ;

6=0 mod2=6"=0 mod 2.

Doncu,=2"+3"+6"—1=0+14+0—1=0 mod 2

U, est donc pair.

Ou encore 2™ et 6™ sont pairs ; 3" et 1 sont impairs, donc leur différence est paire et
par somme u,, est pair.

n est pair : il existe donc k € N* tel que n = 2k.

On peut donc écrire : u, = ug, = 22% + 3% 1 62F — 1 = 4k 1 9k 1 2% x 32k 1 =
4F 44k x gk 49k — 1.

Comme 4 =0 mod 4, 4* =0 mod 4 ;
4% x 9¥ =0 mod 4 ;
9=1 mod 4, donc 9* =1 mod 4, d’oil par somme :

Uy =04+ 0+1—1=0 mod 4, c’est-a-dire que ug;, est un multiple de 4.

On a vu que 2 divise uy, que 3 divise us, que 5 divise us et 7 divise us.

Donc 2, 3, 5 et 7 appartiennent a ’ensemble (E)

5. (a) D’aprés le théoréme de Fermat, 2 étant premier avec p, on a 2P~ =1 mod p.

Donc 6 x 2P72 =3 x 277! <= 3 mod p.
D’autre part 3 étant premier avec p, 3>~ =1 mod p.
Donc 6 x 3772 =2 x 37~ =2 mod p.
(b) Par définition : 6u, o =6 (2P 243724672 —1) =
6 x 272 4+6x 3P 24+6P"1 —6.
On a vu que 6 x 2?2 = 3 mod p, que 6 x 3?2 =2 mod p et on a 6P ! = 1
mod p car p premier avec 2 et 3 est premier avec 6.
Donc 6 X up—o =3+2+1—-6 mod p soit 6 X up_o =0 mod p.
(¢) On vient de démontrer que 6 X u,_» =0 mod p : donc p divise
6 X u,_o, mais p et 6 sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de Gauss
p divise up,_s.

Conclusion : tout entier p premier appartient a ’ensemble (E)

Exercice 9

1.

(a) Sin est impair, n* l'est aussi, donc n* + 1 est pair.

Si n est pair, n* I'est aussi, donc n* + 1 est impair.

(b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
e Sin=0 mod3, n'= mod 3, A(n)
e Sin=1 mod3, n'=1 mod3, A(n)

Il
—

mod 3.
mod 3.

Il
[\

10



Corrigés Ezxercices classe PGCD , Bézout ,Gauss

(c)

(d)

2. (a)

(b)

e Sin=2 mod3, n'= mod 3, A(n)=2 mod 3.

Donc, quel que soit 'entier n > 2, A(n) n’est pas un multiple de 3.
Soit d un diviseur de A(n) : il existe un entier k tel que n* +1 = kd, i.e. tel que :
kd—n®>xn=1.

On en déduit, d’aprés le théoréme de Bezout, que d et n sont premiers entre eux.

Donc, tout entier d diviseur de A(n) est premier avec n.

Soit d un diviseur de A(n). On aalors: n*+1=0 mod d.
Do : n*=— mod d, et donc: n®=1 mod d.

n® =
Done, pour tout entier d diviseur de A(n) :

nf=1 mod d.

Soit k un entier tel quen* =1  mod d.

Effectuons la division euclidienne de k par s (I'existence de s est assurée d’aprés
1.d):

Il existe un unique couple d’entiers (q,r) tel que k = sq+r avec 0 < r < s.
Dou: n*=n*)?"xn". Or: n®= mod d. Donc: (n°)?=1 mod d.

k —

Et comme n mod d, il en résulte : n" = mod d.

Or r < s et s est le plus petit entier naturel non nul ayant cette propriété. Donc
r =0 et donc s divise k.

Onavuauldque: n¥=1 modd. Doncdaprésa, s est un diviseur de
k=8.

D’aprés 1.c, I'entier d est premier avec n. Si, de plus, d est premier, alors il
découle du petit théoréme de Fermat que :

nil=1 mod d.

Comme d > 2 (car premier) alors k = d — 1 est un entier naturel non nul. D’ou,
d’aprés a, s divise k, i.e. s divise d — 1.

On a donc montré que :

Si d est un diviseur premier de A(n), alors s est un diviseur de d — 1.

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas ot n est un entier pair.

Soit p un diviseur premier de A(n) et soit s le plus petit des entiers naturels non nuls
k tels que n* = mod d.

D’aprés 2.b s est un diviseur de 8, donc s € {1,2,4,8}.

11
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Sis e {1,2,4}, ie. si s est un diviseur de 4, alorsde : n®* =1 mod p on déduit :
4 _
n" =1 mod p.
Dot :
A(n) =2 mod p.
Or on a , puisque n étant un entier pair alors A(n) est un entier impair.

Donc A(n) n’est pas un multiple de p, contrairement & I’hypothése.

Donc s ne divise pas 4 : donc s = 8, et, d’aprés 2.c, 8 est un diviseur de p — 1, i.e.
p—1=0 mod8, etdonc p=1 mod 8.

On a donc montré que, dans le cas ol n est un entier pair :

Si p est un diviseur premier de A(n), alors p est congru & 1 modulo 8.

4. Recherche des diviseurs premiers de A(12).

A(12) = 20737. En effectuant les divisions successives de 20737 par les nombres de la
liste donnée, on constate que 20737 = 89 x 233.

Or V233 =~ 15,3 donc /233 < 17. FEt comme, dans la liste, il n’y a pas d’autres
nombres avant 17, cela signifie que 233 fait partie de la liste des nombres premiers
congrus a 1 modulo 8.

Donc les diviseurs premiers de A(12) sont 89 et 233.

Exercice 10
1. 14+ 2+ 22+ ---+ 2% est la somme des k premiers termes de la suite géométrique de

k _
premier terme 1 et de raison x : elle est donc égale a : L (pour x # 1).
k-1
Donc (z — 1) (1+x+22+-- - +28) = (z—1) x =aF — 1.
@=1)( 1
x_

Pour x =1 : I'égalité est évidente.

2. (a) ne N, n=dk.
D’aprés la question 1. a" —1 = (a—1)(14+a+a®>+---+a"1) =a¥* -1 =
(ad)k -1 = (ad — 1) (+--+--+), la parenthése étant une somme d’entiers donc
un entier.

Conclusion : a” — 1 = (ad — 1) («+-+--+), ce qui signifie que (ad — 1) est un
diviseur de a™ — 1.

(b) On a donc
e 2,004 est multiple de 3, donc d’aprés le a. 22°°4 —1 est divisible par 2> —1 = 7

)

e 2,004 est multiple de 3 et de de 2, donc de 6 ; d’ot 22°°* — 1 est divisible par
20 -1 =63 :

12



Corrigés Ezxercices classe PGCD , Bézout ,Gauss

e On vient de voir que 229 — 1 = 63k = 9 x (7k), donc 2*°* — 1 est divisible
par 9.

3. (a) m = dm' et n = dn'. Puisque d est le plus grand diviseur commun a m et n, on

sait que m’ et n' sont premiers entre eux. D’aprés Bezout il existe (u, v) € Z? tel
que
mu—n'v=1 <= m'ud —n'vd =d < mu—nv=d

(b) Avec u et v positifs, I'égalité précédente peut s’écrire mu = nv + d.

Dou : (a™ —1) — (a™ —1)a? = (a™ = 1) — (@™ —1)a? = (a™ x a® — 1) —
(@™ —1)a? = (a™ x a?) =1 — (a™ x a’) + a® = a® — 1.

Le PGCD de a™ —1 et a™ — 1 divise aussi toute combinaison linéaire donc a® —1.
Or par 2a) , a® — 1 divise (a™ — 1) et (a™ — 1) donc leur PGCD .

Conclusion :le PGCD de a™ — 1 et a™ — 1 est égal a a® — 1.

(c¢) Application : m = 63, n = 60.

63 =32 x 7 et 60=2x3x5. Donc PGCD(63 ; 60) = 3.
Onam=63=3x21=3m"etn=060=23x20=3n"

D’autre part 21 et 20 sont premiers et on trouve facilement

u=1 v=1telsque2l x1—-20x1=1.

Donc mu — nv = 63 — 60 = 3 = PGCD(63 ; 60). En appliquant le résultat de la
question précédente :

PGCD(2%3 —1; 20 —1) =23 -1 =71.

Exercice 11
Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.

1.

(a) Supposons qu’il existe un diviseur commun d & a et a b. Il existe donc a’ et b tels

que a = da’ et b=db.

L’égalité au + bv = 1 peut s’écrire da’'u + db'v =1 <= d(d'u+ b'v) = 1.

Ceci montre que d divise 1, donc d = 1, ce qui montre que a et b sont premiers
entre eux.

(b) (a*+ ab—b*)? =1 peut s’écrire a x a+b(a—b) = 1. Avecu = a et v=">b—a, ceci

montre d’aprés le cours que a et b sont premiers entre eux.

2. (a) Lorsque a = b, I'égalité s’écrit (a®> + a2 —a?)° =1 <= a*=1 < a=1.

(b) On vient de voir que (1 ; 1) est un couple solution.

Sia=2, b=3, alors (446 —9)? =12 =1, donc (2 ; 3) est un couple solution.
Sia=5,b=8, alors (25440 —64)? = 12 = 1, donc (5 ; 8) est un couple solution..

(c) (a ; b) est solution donc (a®> +ab—1V*)> =1letsia<b < a—b<0, alors

a’> —b* = (a+b)(a—b) <0 car a+ b somme de deux positifs est positif.

13
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3. (a) Si(x; y) est une solution avec zy # 1 alors (22 + zy — %)’ =1 < 2zt + 22>+
yt + 223y — 22%y? — 2xy® = 1.
Calculons [(y — )2 + x(y — x) — 22)° = (Y2 + 22 — 20y + xy — 22 — 22)° =
(y? — x? xy) =yt + 2%9y? + 2t — 22y® — 22%y? + 23y = 1 (d’apres I'égalité
ci-dessus.
De méme calculons (y2 + y(y + ) — (y + 2)?)° = (v + 2y — 22 — 22y)° = (v — 2% — 2y)’
que I'on vient de calculer et qui est égal a 1.

Si (z ; y est un couple solution, alors (y —x ; x) et (y ; y+x) en sont deux autres

(b) De de 2. b. et 3. a. on en déduit que le couple (2 ; 3) fournit les couples
(1;2)et(3;5) et que le couple solution (5 ; 8) donne les couples (3 ; 5) (déja
trouvé) et (8 ; 13) solutions.

4. Démonstration par récurrence :

e Initialisation : le couple (ag ; a;) = (1; 1) est solution ;

e Hérédité : supposons que le couple de rang n, (a, ; a,41) soit solution.

De la question 3. a. il résulte que le couple (an11 ; Gpe1 + an) = (Apy1 ; Gpio) €st
aussi solution.

On a donc démontré par récurrence que pour tout n > 0, les couples (a, ; an41) sont
des couples solutions.

D’aprés la question 1. b. les nombres a,, et a,1 sont premiers entre eux.

Les premiers nombres de la suite (de Fibonacci) sont 1 ;1;2;3;5;813; 21 ;
deux termes consécutifs sont premiers entre eux.

Exercice 12
Sy = Zp3. On se propose de calculer, pour tout entier naturel non nul n, le plus grand

p=1
commun diviseur de S,, et S, 1.

1. Démonstration par récurrence :

1(14+1)]°
e Initialisation : pourn=1, S; =13 =1et l%} = 1.
: n(n +1)7?
e Hérédité : soit un naturel n > 1 et supposons que n, S, 5 |-

2

Alors Sy41 = S, + (n+1)° [ n(n +1) ] +(n+1)3=(n+1)> [nz—k(n—i—l)] =
(n+1)(n+2)]°

1
M ntl 5 } . La formule est

1 (n*+4n+4) = 1 (n—|—2) l

vraie au rang n + 1.

14
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La formule est vraie au rang 1,et selle est vraie au rang n supérieur ou égal a 1, elle
n
l’est au rang n + 1, on a donc démontré par récurrence que pour tout n > 0, E P =

£y

p=1

2. Sin est pair, alors n = 2k, k € N.

2k (2k + 1

2
(a) D’apres la question précédente : Sy, = [ 5 )] = k*(2k + 1)? et Sopy1 =

[(Qk: +1)(2k + 2

2
comme diviseur commun (2k + 1)2.

Donc PGCD(Sa ; Sor+1) = (2k + 1)2PGCD(K? ; (k+1)?).
(b) PGCD (k ; k+1). Comme (k+ 1) — k = 1, on sait que tout diviseur commun &
deux nombres divise n’importe quelle combinaison linéaire de ces deux nombres.

Donc le PGCD(k ; k+ 1) divise 1, donc puisque les nombres sont positifs, PGCD
(k; k+1)=1.

(c¢) Calculer PGCD(Syy, ; Sak+1). On vient de voir que PGCD (k ; k+ 1) = 1, donc
en utilisant la propriété admise au début, PGCD (k* ; (k+1)?) = 1.
Donc en reprenant le résultat de 2. a., PGCOD(Say, ; Sorpy1) = (2k + 1)%

2
)} = (k + 1)%(2k + 1)%. Les deux sommes ont donc au moins

3. Sin est impair, alors n = 2k + 1.

(a) Tout diviseur de 2k + 1 et 2k + 3 est un diviseur de leur différence 2. Donc les
seuls diviseurs de 2k + 1 et 2k + 3 sont 1 ou 2. Or ces deux nombres sont impairs
: le seul diviseur possible est 1.

PGCD(2k 4 1;2k + 3) = 1. Ces deux nombres sont premiers entre eux.

(b) De fagon analogue a la résolution précédente : Sopiy = (k + 1)%(2k + 1)% et
Soryo = (k+ 1)%(2k + 3)2.
Donc PGCD(Sax 11 5 Sari2) = (k+ 1)?PGCD ((2k + 1)* ; (2k + 3)?).
Or PGCD(2k + 1; 2k + 3) = 1 implique que PGCD((2k + 1)%; (2k + 3)%) = 1.
Donc finalement : PGCD(Sopy1 ; Sorio) = (k+1)2.

4. Sin =2k le PGCD (k+1)> =1 <= k = 0. Ceci est impossible puisque Sy n’existe
pas.

Sin=2k+1le PGCD (k+1)> =1 <= k=0 : il existe donc un seul couple solution
(S1; Ss) ou encore les entiers 1 et 9.

Exercice 13
(&) : 1Tx—24y=9

1. (a) Onal7x9—24x6=9 qui est vraie.

15
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(b)

2. (a)

(b)
(¢)

172 — 24 =

De i 17x9-24x6 — 9
17(x —9) —24(y —6) =0 <= 17(x —9) =24(y —6) (1).

Donc 24 divise 17(x — 9), mais étant premier avec 17, divise x — 9. Il existe donc
k €7 tel que x — 9 = 24k <— x =9+ 24k.

En reportant dans (1), 17 x 24k = 24(y — 6) <= 1Tk =y — 6 <—
y=06+17k.

L’ensemble des solutions de I'équation (&) est donc :

on déduit par différence :

{(9+ 24k ; 6+ 17k)}, k € Z.

On vérifie que pour tout k € Z, 17(9 + 24k) — 24(6 + 17k) = 153 + 17 x 24k —
144 — 24 x 17k = 9.

Si Jean a effectué y tours avant d’attraper le pompon a linstant t, alors que
le pompon a effectué x tours, alors t = 17z (le pompon), et comme Jean met

3 x 24 = 9 secondes pour aller de H a A, alors pour lui t = 9+ 24y, soit en égalant
1T =9+24y <= 17z —24y =9,z € N, y € N.

Le couple (z ; y) doit donc étre une solution de I’équation résolue a la question 1.
Or d’aprés I'ensemble des solutions, le plus petit couple de nombres positifs véri-
fiant cette équation est le couple (9 ; 6). Donc le temps nécessaire a Jean pour
attraper le pompon est t = 17 x 9 =9 + 24 x 6 = 153 secondes soit 2 minutes et
33 secondes.

En deux minutes Jean n’a pas le temps d’attraper le pompon.

En raisonnant comme au a.

e Si Jean attrape le pompon au point B, on doit avoir t = % +17x = 3 X 24 +
24y <= 68xr =43 + 96y <= 68x — 96y = 43.
Or le PGCD de 68 et 96 est 4 qui ne divise pas 43, donc cette équation n’a
pas de solutions entiéres.

e Si Jean attrape le pompon au point C, on doit avoir t = 1?7 + 17z = g X 24 +
24y <= 34x =25+ 48y <= 3dx — 48y = 25.
Le PGCD de 34 et 48 est 2 qui ne divise pas 25, donc cette équation n’a pas
de solutions entiéres.

e Si Jean attrape le pompon au point D, on doit avoir t = 54—1 +17x = 3 X 24 +
24y <= 68x = -39+ 96y <= 68z — 96y = —39.
Le PGCD de 68 et 96 est 4 qui ne divise pas 39, donc cette équation n’a pas
de solutions entiéres.
Conclusion : Jean ne peut attraper le pompon qu’au point A.

1
(d) Si Jean part de E, on a toujourst = 17x et pour Jean t = 3 X 24 4 24y = 3+ 24y,

d'oti 17z = 3+ 24y <— 17x — 24y = 3.
Or 17 x 3 —24 x 2 = 3, donc le couple (3 ; 2) est solution de cette équation.
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Le temps nécessaire a Jean pour attraper le pompon est t = 17 x 3 = 51 secondes
qui sont bien inférieures aux deux minutes payées.

Exercice 14

1. a.

3.b.

. 10 =3 (mod 7) donc 10> =9 =2 (mod 7) donc |10 =6 = —1 (mod 7)|.

Le couple (z,y) = (1, 1) est une solution particuliére évidente. L’équation (E) est donc
équivalente a I'équation (E') : 8(x — 1) = 5(y — 1).

e Soit (x,y) une solution de (E). 5| 5(y — 1) donc 5 | 8(x —1). Or 5 A8 =1 donc
d’aprés le théoréme de Gauss, 5 | x — 1. Soit donc k dans Z tel que v — 1 = 5k.
Alors |z =1+ bk| L’équation (E') donne alors 8(5k) = 5(y — 1) donc 8k =y — 1 et
y =1+ 8k | Ainsi, (x,y) est solution de (E), s’il existe k dans Z tel que x = 1+ 5k et
y =1+ 8k.

e Conclusion : | Sg)y = {(1+ 5k, 1+8k), keZ}

.8 —5¢ = (m—1)— (m—4) = 3 donc |(p,q) est une solution de (E)|. Par suite, il

existe k dans Z tel que p = 1 + 5k, et donc m = 8p + 1 = 40k + 9 donc on a bien
m =9 (mod 40)

. Ce nombre est bien siir|mqg = 2009|, pour lequel py = 251 et gy = 401.

.23 =8=1 (mod 7) donc 2% = (28)* =1¥ =1 (mod 7) : [23%* =1 (mod 7)

Procédons a la division euclidienne de 2009 par 3 : 2009 = 669 x 3 + 2 donc 22°% =
(23)° x 22 =1 x4 =4 (mod 7) donc le reste dans la division euclidienne de 22 par

7 est .

N est divisible par 7 ssi N = 0 (mod 7). Cette équation est équivalente a ax 103+b =0

(mod 7), elle-méme équivalente & —a +b =0 (mod 7), soit |a =b (mod 7)

a = 1 : la condition b = 1 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 1 ou b = 8. D’ou
N =1001] et | N = 1008].
a = 2 : la condition b = 2 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 2 ou b = 9. D’ou
| N =2002] et | N = 2009].

a =3 : la condition b= 3 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 3. D’'on [N = 3003]
a =4 : la condition b =4 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 4. D’ou .
a =5 : la condition b =5 (mod 7) avec b € [0,9] donne b= 5. D’'on [N = 5005]
a =6 : la condition b= 6 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 6. D’ott [N = 6006].

a = 7 : la condition b = 7 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 0 ou b = 7. D’ou
| N = 7000] et | N = 7007 |
a = 8 : la condition b = 8 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 1 ou b = 8. D’ou
| N =8001] et | N = 8008].
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a =9 : la condition b = 9 (mod 7) avec b € [0,9] donne b = 2 ou b = 9. D’ou

| N =9002] et | N = 9009

Exercice 15

1. (a)

(b)

(¢)

(d)
(e)

2. (a)

(b)

239 =13x 1845 <= 239=5 (13)

239=17Tx14+1 < 239=1 (17)

Donc 239 est solution du systéme.

N =5 (13) signifie : il existe y € Z tel que N = 13y +5 ;

De méme N =1 (17) signifie : il existe x € Z tel que N = 17x + 1.

Toute solution N du systéme peut donc s’écrire de deux fagons :

13y +5=17x+ 1. Il en résulte que 17x +1— 13y —5 =0 < 17x — 13y = 4,
avecx € Z, y € 7.

Une solution évidente saute aux yeux : le couple (1 ; 1)

On a donc le systéme :

17z — 13y = 4
17x1—-13x1 = 4

17z —1)—13(y—1)=0 <= 17(z—1)=13(y — 1) (1).

17 étant premier avec 13, il divise d’apreés le théoréeme de Gauss, (y — 1) ; il existe
donck e Z telquey —1=17Tk <—= y=17k+ 1.

En reportant dans I’équation (1), on obtient 17(x — 1) = 13 X 17k <=
r—1=3k <= =13k + 1.

Les couples solutions s’écrivent sous la forme (13k+1; 17k + 1), k € Z.
Onavuque N =17z +1=17(13k + 1) + 1 =221k + 174+ 1 = 221k + 18.

5 (13)
N 1 (17)
Inversement : N =18 (221) <= N =221¢+ 18 =17x13¢+ 18 =
17x13¢+17+1 <= N=1713¢+1)+1 < N=1 17.

De méme on peut écrire N = 221q+ 18 =17 x 13¢+ 18 =17 x 13¢+ 13+ 5 =
13(17¢+ 1) +5 < N =5 [13].

= (par différence)

On a déja démontré ci-dessus que { = N=18 (221).

La réponse est oui s’il existe un nombre N de la forme 10*.
D’aprés le petit théoréme de Fermat :

17 est premier et 10 est un entier non divisible par 17.

On sait qu'alors 101 =1 [17] < 10% =1 [17].

100 = 5 [13]
l —
On a vu que 10° =18 [221] = { 00 = 1 17
Or
e 10=-3 [13]
o 102=9 [13]

o 103=-1 [13]
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o 10°=3 [13]
o 10°=4 [13]
o 10°=1 [13]
Dans la division par 13, tous les nombres 10° ont donc comme reste : —3 ; —

1; 3; 4; 9, mais jamais 5.
Conclusion : il n’existe pas d’entier ¢ tel que 10° = 18 [221].

Exercice 16
Soit A I'ensemble des entiers naturels de I'intervalle [1 ; 46].

1. On considére I’'équation
(E): 23x+47y=1

ol x et y sont des entiers relatifs.

(a) (—2;1) est une solution de (F) car —2 x 23+ 1 x 47 = 1.

(b) (z ; y) solution de (F) = 23z + 47y = 1
{ 23z + 47y =1 par sograction
—2><23+1><47 =1
47(1 —
Donc 23 dlvise 47(1—vy), mais 47 et 23 sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme
de Gauss, 23 divise 1 —y.

~—~

23(x+2)+47(y—1) =0=23(x +2) =

Donc il existe un entier relatif k tel que 1 — y = 23k soit y = 1 — 23k
On a donc aussi, 23(x + 2) = 47 x 23k <= v =47k — 2

On vérifie que, réciproquement, pour tout entier relatif k, (47k — 2;1 — 23k) est
bien solution de (E).
L’ensemble des solutions de (E) est I'ensemble des couples (47k — 2;1 — 23k) ou

keZ.
(c) 23z =1 (47) & ilexistey € Z, 23z =1 — 4Ty & il existe k € Z, x = 4Tk — 2 et
y=1—23k

Depluisr € A 1< 4Tk —2 <46 < 3 < 47k < 48.
Or un seul multiple de 47 se trouve dans cet encadrement, c’est 47. Donc k = 1
et x = 45.

Le seul entier x appartenant a A tel que 23z =1 (47) est 45.
2. Soient a et b deux entiers relatifs.

(a) ab=0 (47) < 47 divise ab.
Or 47 est un nombre premier, il apparait donc au moins dans l'une des deux
décompositions de a ou de b. D’oti le résultat.

(b) a?=1 [N ed®-1=0 AN @-Da+1)=0 A7) Za—1=0 (47)
oua+1=0 (47)---
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3. (a) Tout entier p de A est premier avec 47, donc le théoréme de Bezout assure

(b)
(¢)

lexistence de (q, s) entiers relatifs tels que qp + 47s = 1.

On aalorspx g=1 (47).

p=inv(p) =p*=1 (AN Bp=—-1 AT oup=1 (47)p§$4p:46 oup=1
Réciproquement 1 et 46 conviennent bien.

Pour tout entier p de A compris entre 2 et 45, il existe (d’aprés 3a) un entier de
A distinct (d’aprés 3b) inv(p) tel que px inv(p) =1 (47), donc 45! =1 (47).
On en déduit 46! = 46 (47) soit enfin 46! = —1  (47).

Exercice 17

1.

(a)
(b)

()

2. (a)

(b)
(c)

Exercice

1.

(a)

2,009 =11 x 182 4 7. Le reste est donc égal a 7.

On a 2% =32 =11 x 2+ 10, donc 2° = 10 mod 11, ou 2> = —1 mod 11 donc
(25)? = (=1)2 mod 11 <= 2 =1 mod 11.

Le reste dans la division euclidienne de 2'° par 11 est égal a 1.

On a 22009 — 910x200+9 _ 910x100 v 99 _ (210)100 « 99

Or 2% =1 mod 11, donc (219)'* = 1% 1mod 11 ;

D’autre part 2° = 2° x 24, On a vu que 2° = —1 mod 11 et 2* = 16 = 5modl1,
donc par produit 2° = 2° x 2* = -5 mod 11.

Finalement 2%% = 1x (—=5) mod 11 ou 22°% = —5 mod 11 et comme 2,009 = 7
mod 11, par somme on obtient finalement :

22009 19 009 = —5 47 mod 11 ou encore 2%°% + 2,009 =2 mod 11.

Le reste dans la division euclidienne de 2%°% + 2,009 par 11 est égal a 2.

Apyg =27 4 p.

Tout diviseur de A,, et A, divise leur différence 2" +p— (2" + p) = 2"l —2n =
2"(2—-1)=2"

En particulier d,, divise 2".

n étant supérieur a zéro, 2" est pair, donc A, = 2" + p a la méme parité que p.
D’aprés la question précédente A, et A, 1 ont la parité de p. Donc

si p est pair A, et A, .1 et par conséquent leur P. G. C. D. le sont aussi ;

si p est impair A,, et A, et par conséquent leur P. G. C. D. le sont aussi ; D’aprés
le résultat précédent As gy et Az 1o sont impairs car 2,009 l'est et leur P. G. C.
D. l'est aussi.

Or on a vu que ce P. G. C. D., d, divisait 2". Or tous les diviseurs de 2" sont
pairs sauf 1 seul diviseur impair.

Conclusion : le P. G. C. D. de 2%%%9 + 2,009 et 22°1° 4+ 2,009 est égal a 1 : ils sont
premiers entre eux.

18

Comme7=3x2+1 <= —3x2+4+7x1=1, le couple (-2 ; 1) vérifie I'équation
3u+Tv=1. 3% (=2)+7x1=1 donne en multipliant par 10>, 3 x (2 x 10*) +
7 x 10%" = 10%".

Le couple (—2 x 10?" ; 10?") est donc une solution particuliére de I'équation (E).
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() { 3z + Ty = 10%" { 3z + Ty 10"
3x(=2)+7x1 =1 3 X (=2 x10%) + 7 x 10> = 10*"

= (par différence) 3 (x +2 x 10°") + 7 (y — 10**) = 0 <= 3(z+2 x 10*") =
7(102" —y) (1).
3 divise 7 (10?™ — y) et est premier avec 7 : il divise donc 10*® — y. Il existe donc
k € Z tel que 10" —y = 3k <= y = 10" — 3k.
En reportant dans I'égalité (1) : 3(z +2 x 10°") = 7(10*" — 10?" + 3k) <=
r+2x 10" =7k < x="Tk—2x 10*.

2. (a) 100=7x 1442 <= 100=2 mod 7.
(z ; y) solution de (G) signifie 32> + Ty? = 10" <= 32% + Ty? = (10?)" <=
322 + Ty? = 100",
Or 100 =2 mod 7= 100" = 2" mod 7.
Donc 3z% 4 7y?> = 2" mod 7.
Mais Ty* = 0 mod 7, donc finalement 3z = 2" mod 7.

Reste de la division 0 1 2 3 4 5 6
euclidienne de x par 7

()| Reste de la division | 0 3 5 6 6 5 3
euclidienne de 3z* par
7.

(¢) De trois choses I'une :
e n=3p,pEN ;alors2® = (2’ =8. Or8=1 mod 7=8"=1 mod 7 ;
e n=23p+1;alors2% =2%x2=8x2 Or8=1mod7=8& =1
mod 7=2"%x2=2 mod 7 ;
o n =3p+2; alors 2372 = 2% x 22 = 4 x 22 = 4 x 8. Comme 8 = 1
mod 7,4 x 8 =4 mod 7.
Conclusion : 2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7.

On vient de voir que les restes dans la division par 7 de 2" ne sont pas les mémes
que ceux de la division de 3z par 7. Donc 322 et 2" ne peuvent étre congrus
modulo 7. D’aprés le 2. a. il n’y a donc pas de solution pour I'équation (G).

Exercice 19
Partie A

1. Soit (a, b) un tel couple et d = PGCD(a, b). Il existe deux entiers u et v premiers
entre eux tels que a = du et b = dv.

Donc en remplagant : (du)? = (dv)? soit d*u* = d®v3 et comme

d#0, u* = dv3.
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2

2. u? = dv® donc v divise u?, soit v divise u X u ; d’aprés le théoréme de Gauss, v divise

u X u et v et u sont premiers entre eux, donc v divise u.

PGCD(u ; v) =1 or siv divise u, PGCD(u ; v) = v donc v = 1.

3. si a®> = b3, d’aprés la question précédente v = 1 donc en remplacant dans b = dv et
u? = dv®, on obtient b = d et u?> = d donc a = du = u® et b = u® donc a et b sont
respectivement le cube et le carré d’'un méme entier.

Réciproquement :

Si a et b sont respectivement le cube et le carré d’un méme entier d, alors a = d* et
b= d? donc a® = (d®)° = d° et b® = (d?)° = d° donc a2 = b3.
Conclusion : a®> = b3 si et seulement si a et b sont respectivement le cube et le carré

d’un méme entier.

4. Montrer que si n est le carré d’'un nombre entier naturel et le cube d’un autre entier,
alorsn=0 [7Toun=1 1[7].

S’il existe deux entiers a et b tels que n = a®> = b® alors d’aprés la question précédente
il existe un entier d tel que a = d* et b = k* donc tel que

n = d°.
d 0 2 3 4 5 6
d° 0 64 729 4,096 15,625 | 46,656
db = [7] 0 1 1 1 1 1

doncn=0 [Tloun=1 [7].

Remarque :  On peut également dire :

e sid=0,alorsn=0 [7];
e sid=1,alorsn=1 [7];
e sid>1etn multiplede 7, alorsn=0 [7];

e sid> 1 etd non multiple de 7, donc d premier, alors d’aprés le petit théoréme de

Fermat :
d='=1 [T ouencored®=n=1 [7].
Partie B
Dans I'espace muni d’un repére orthonormal (O; i; j; k) on considére la surface S

d’équation 2% x y? = 23.

Pour tout réel A\, on note Cy la section de S par le plan d’équation z = .

1. Cy a pour équations : 2% x y> = X\ et z = \.

Si A < 0 il est impossible que x® x y? qui est positif ou nul, soit égal a A donc Cy est le
graphique 2.
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Sid=0alors2?xy? =0 <= =0 ouy =0 donc Cy = Cy est le graphique 1, Cy est
la réunion des deux axes dans le plan d’équation z = \ = 0.

Si A > 0 par élimination, le graphique 3 représente la courbe Cy.

Si A > 0, Cy est I'ensemble des points du plan d’équation z = \ tels que

22 x y? = \* ce qui se décompose en deux parties : xy = VI3 et xy = —V 3 soit

V¥ V3

y=—xcty=——.
x x
Cy, quand X > 0, est donc la réunion de deux hyperboles équilatéres.
) . . 253 253 \ .
2. (a) Cos5 a pour équations : soit y = soit y = — dans le plan d’équation
x
z = 2.
) . . 125 . 125 . .
Donc Co5 a pour équations : soit y = — soit y = ——— dans le plan d’équation
x x
z = 2.

Si les coordonnées des points de Cy5 sont des nombres entiers strictement positifs

alorsy > 0 et — est un entier strictement positif donc x est un entier strictement
positif qui divisgtca 125, soit t =1 oux =5 oux = 25 ou x = 125.
Les points cherchés ont donc pour coordonnées (1 ; 125 ; 25),
(55 25; 25),(25; 55 25) et (125; 1; 25)
(b) Co010 a pour équations : (zy)* = 23 avec z = 2,010.
D’aprés la question 3. a. : a®> = b® si et seulement si a et b sont respectivement le

cube et le carré d’'un méme entier, avec ici a = xy et b = z ; or 2,010 n’est pas le
carré d’'un nombre entier

(2,010 = 2x 3x5x67) donc I'équation (zy)? = 2010° n’a pas de solutions entiéres.

Exercice 20
Un bit est un symbole informatique élémentaire valant soit 0, soit 1.

Partie A : ligne de transmission
Une ligne de transmission transporte des bits de données selon le modele suivant :

e clle transmet le bit de fagon correcte avec une probabilité p ;

e clle transmet le bit de fagon erronée (en changeant le 1 en 0 ou le 0 en 1) avec une
probabilité 1 — p.

On assemble bout a bout plusieurs lignes de ce type, et on suppose qu’elles introduisent
des erreurs de fagon indépendante les unes des autres.

On étudie la transmission d’un seul bit, ayant pour valeur 1 au début de la transmission.
Aprés avoir traversé n lignes de transmission, on note :
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e p, la probabilité que le bit recu ait pour valeur 1 ;
e ¢, la probabilité que le bit re¢u ait pour valeur 0.

On a donc py =1 et gy = 0.

On définit les matrices suivantes : A = p 1=p X, = Pn P = b )
l=p p n 1 -1

On admet que, pour tout entier n, on a : X, 11 = AX,, et donc, X,, = A" X,.

1. (a) Sion trouve une matrice inverse a la matrice P, on prouve ainsi que la matrice P
est inversible.

1
2

La calculatrice donne P~ = (

N N[

) donc la matrice P est inversible de matrice

N[ =

inverse P~ 1.
Remarques
e On peut démontrer que la matrice P est inversible en utilisant son détermi-

nant: le déterminant de la matrice P est 1 X (—1) —1 x 1 = —2 # 0 donc la
matrice P est inversible.

e On peut aussi chercher une matrice () = <(Cl Z) telle que P x Q = ((1] (1))

1

et vérifier ensuite que Q X P = 0

(1)) Cela prouve que P est inversible et

a pour inverse @).

1 0
(b) On pose : D = (O 2p—1)'

(11 10\ _ (1 2p-1
PD—(1 —1)X<0 2p—1)_<1 —2p+1)

11 S N
pppi_ (L 20=1\ |2 2 |_[27""2 27773 p o 1-p\_
1 —p+1)%(1 1 1 11 1 1—p
- - Pt S4p—:
2 2 2 2 2 2

A
(c) Soit P, la propriété A" = PD"P~L.

e Initialisation
Pour n = 1, on sait que A = PDP~! donc la propriété est vraie au rang 1.

e Hérédité
Soit n un réel quelconque supérieur ou égal a 1 tel que P,, soit vraie, c’est-a-
dire A" = PD"P~1,
Al = Anx A = (PD"P~Y)x(PDP~') = PD"(P~'P)DP~! = P(D"D) P! =
PDrH p-1
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

e Conclusion
La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire pour tout n < 1;
d’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n < 1.
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On a donc démontré, que pour tout entier naturel n < 1, on a A" = PD"P~,

n

(d) On a vu successivement que X,, = (q”), que X, = A"X,, et que A" = PD"P~

2p—1)"+1
;A n p—1 _ 2 . Pn) _
Le logiciel de calcul formel donne PD"P~" Xy = —p—1) 41 soit <Qn> =
2
2p—1)"+1
2
—(2p—1)"+1
2
—2p—-1)"+1

On peut donc en déduire que ¢, = 5

2. On suppose dans cette question que p vaut 0,98. On souhaite que la probabilité que le
bit re¢u ait pour valeur 0 soit inférieure ou égale a 0, 25.
On cherche donc n tel que ¢, < 0,25 avec p = 0,98 donc 2p — 1 = 0,96. On résout
l'inéquation:

—0,96" + 1
gn < 0,25 < ’7+<0,25 — —0,96"+1<0,5 < 0,5<0,96" —

In(0,5) < In (0,96

In(0,5
<= In(0,5) <nln(0,96) <— 1n(0,5)

In(0, 96)
In(0, 5)

In(0, 96)
que la probabilité que le bit re¢u ait pour valeur 0 soit inférieure ou égale a 0, 25.

~ 16,98 donc on peut aligner au maximum 16 lignes de transmission pour

Partie B : étude d’un code correcteur, le code de Hamming (7, 4)

On considére un mot formé de 4 bits que I’on note by, by, by et by.
On ajoute a cette liste une clé de contréle cicaocs3 formée de trois bits :

e ¢, est le reste de la division euclidienne de by + bs + by par 2 ;
® ¢, est le reste de la division euclidienne de by + bs + by par 2 ;
e c3 est le reste de la di vision euclidienne de by + by + by par 2.

On appelle alors message la suite de 7 bits formée des 4 bits du mot et des 3 bits de
controle.

1. Préliminaires

(a) c1, ¢y et c3 sont des restes dans une division par 2 donc ils ne peuvent étre égaux
qua 0 ou a 1.
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(b) Soit le mot 1001; on a donc by =1, by =0, b3 =0 et by = 1.

e ¢, est le reste de la division euclidienne de by + b3 + by = 1 par 2 donc ¢; = 1;
® ¢, est le reste de la division euclidienne de by + b3 + by = 2 par 2 donc ¢y = 0;

e c3 est le reste de la di vision euclidienne de by + by + by = 2 par 2 donc c3 = 0.

La clé de contréole du mot 1001 est 100.

. Soit bibybsby un mot de 4 bits et cicacs la clé associée.

Si on change la valeur de by en b}, on aura by = b +1 (mod 2).

e la valeur de ¢y ne dépend pas de b; donc est inchangée;
o b +b3+by=0b+0b3+bs+1 (mod 2) donc ¢y est modifiée;
o 0y +by+by=b +by+by+ 1 (mod 2) donc c3 est modifiée.

. On suppose que, durant la transmission du message, au plus un des 7 bits a été transmis
de fagon erronée. A partir des quatre premiers bits du message regu, on recalcule les 3
bits de contréle, et on les compare avec les bits de contréle recus.

On compléte le tableau ci-dessous:

Bit
errohé
Bit de bl bg bg b4 C1 Co C3 Aucun
controle
calculé
c1 J F F F F J J J
Co F J F F J F J J
3 F F J F J J F J
. Les huit triplets du tableau (J ; F ; F), (F; J; F), ..., (J; J; J), sont tous

différents. Quand on regoit un message, on calcule les codes de controle et on les
compare avec ceux qu’on a re¢us. Selon le triplet obtenu, on sait donc quel est le bit

erroné, s’il y en a un.
. Voici deux messages de 7 bits : A = 0100010 et B = 1101001.

On admet que chacun d’eux comporte au plus une erreur de transmission.

e Pour le message A = 0100010:
o by+b3+b,=1+0+40=1 a pour reste 1 dans la division par 2.
o by +b3+b;=0+0+0=0 a pour reste 0 dans la division par 2.
o b +by+b,=0+140=1 a pour reste 1 dans la division par 2.

Donc le code correct est 101 alors que le code re¢u est 010; la différence entre les
deux codes correspond au triplet (F' ; F ; F).

D’apreés le tableau, c’est donc by qui est erroné et le bon message est 0101010.
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e Pour le message B = 1101001:

0 by+b3+by=1+0+1=2 a pour reste 0 dans la division par 2.
o b +b3+b;=1+0+1=2 a pour reste 0 dans la division par 2.
o by +by+by=1+1+2=3 a pour reste 1 dans la division par 2.

Donc le code correct est 001 et est identique au code regu; le message B ne contient
pas d’erreur.
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