Raisonnement par récurrence

L e principe des dominos

Supposons une ligne infinie de dominos . On vérifie deux choses :

Lapremiére est « le premier domino tombe » (1)

Ladeuxiéme est « s un domino tombe, il entraine le suivant qui tombe également » (2)
Alors, on peut étre sur que le phénomeéne suivant va se produire sous vos yeux : tous les
dominons tombent ! ( ¢'est laconclusion)

Rédaction du raisonnement par récurrence
C’ est souvent assez délicat au départ , mais avec de |’ entrainement , ¢’ est plusfacile . Alors,
courage !

On commence par vé&rifier que la propriété est vraie pour le premier rang (0 ou 1 ou plus: il
faut bien lire I’énoncé) (1)

Puis on suppose que la propriété est vraie au rang n ( ¢’ est | hypothése de récurrence ) et on
montre qu’elle est vraieaurang n + 1 ( c’'est I'hérédité) (2)

Enfin, on n’oublie pas la phrase de conclusion .

Remarqgue : ne pas hésiter adire clairement ce que I’on fait ! Ne pas hésiter anoter au
brouillon la propriété au rang n +1 pour voir le but & atteindre

Exemple rédigé
Montrer par récurrence que pour n>9:2">100n

Au brouillon
L’ énoncé donnen > 9: le premier rang est 10

Laformule adémontrer est 2" > 100 n, ¢’ est donc cette inégalité qui est I hypothése de
récurrence , qui au rang n + 1 devient : 2" > 100 (n+ 1) ou encore 2™* > 100 n + 100 .

n+l .

Comment peut-on passer de 2" a2™" : en multipliant par 2

Que se passe t-il si on multiplie I” hypothése de récurrence par 2: 2 (2") = 2™ . Ce coté-la
S arrange bien

2(100n)=200n=100n+ 100 n. On doit avoir 100 n + 100 n > 100 n + 100 C'est-a-dire
100 n>100doncn>1. Or n> 9 donc camarche!
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Sur la copie

% Véifions que lapropriété est vraie pour n = 10 : 2'° = 1024 et 10(100) = 1000 ; on a
bien 1024 > 1000 .

< Supposons que la propriété 2" > 100 n est vraie pour lerang n ( HR)
Nous allons prouver que cette propriété est vraie au rang n +1 c'est-a-dire que 2™* >
100 n+ 100 .
Ona(HR):2">100n
Multiplions cette inégalité par 2 : 2™ > 200 n
On peut aussi I’écrire: 2™ >100n + 100 n
Orn>9,donc: 2™ >100n + 900 > 100 n + 100
Lapropriété est donc vraieaurangn + 1

<+ On peut donc conclure que 2" > 100 n est vraie pour tout n > 9

Pour lerang n: ce n’est valable que pour un seul n choisi arbitrairement
Pour tout n : ¢’ est valable pour n’'importe quel n, pour touslesn .

Pour d’ autres modéles de rédaction , ne pas hésiter a feuilleter des manuels de maths ; on peut
choisir son propre style maisil faut toujours bien mettre en évidence lestrois étapes .

Exercices

Exercice 1l

Ecrire les propositions suivantesau rang n + 1
1) u, =14+n
) 12+2+. +m2= n(n+1)6(2n+1)

3) 1<u,<5

4) 4"+3 multiplede 3

5 2">(n+2)?

6) 10™'- 1 divisible par 9

Exercice 2
On suppose que 1 < a< 5. Encadrer les expressions suivantes :
1) a+5

2) J2a+10

3 a+2
3a- 2

n L
a+3

Exercice 3
Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

1) 1" 2+2° 3+...+n(n+1):w pour tout n >0

2) 10"- 1 divisible par 9 pour tout n >0
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3) 2n+1<2" pourn>5
4) 2">(n+2)2 pourn>8

Exercice4 (2mn)
Montrer que la suite définie par up = 1 et Un+1 = 4 U, — 3 est constante égale a 1

Exercice 5 (2 mn)
Soit la suite définiepar Up=2 €t Ups1 =2Up— 3.
Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = 3 —2"

Exercice 6 (2 mn)

n
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n : é 2x=2".1
k=0

Exercice 7 (10 mn)
Pour tout n > 3, montrer que 2" 3 n2

Exercice 8 (2 mn)
Pour tout entier naturel n 3 1, montrer que: 1- 3+5- 7+..+(2n- )(- )" ' =n(- Y™*

Exercice 9 (10 mn)

. g . @ 0
Pour tout entier n 3 1, montrer : g k =ca k+
k=1 k=1 @

Exercice 10 (5 mn)
Montrer que pour tout entier n 3 0 , n° —n est un multiple de 3

Exercice 11 (5 mn)
Montrer que pour tout entier n 3 0 , n° —n est un multiple de 5

Exercice 12
Quelle conjecture peut-on faire sur 5" — 2" pour tout entier n 3 1 ? La démontrer .



