Corrigé variations de la fonction logarithme népérien

Exercicel
1) f(X)=xInx;f'(X)=Inx+1

=X-Inx
2 1= = X =T
X2 X2
3) f(x)=(nx)* ;f’(x):4§(lnx)3
1
H == K= S
n2x xIn2x

X2 _)1((Inx+1)-x(lnx 2)_ 5
B =
x+1 (Inx+1)2 x(Inx +1)2

6) f(x):(x+1)(|nx) (X)) = |n2x+(x+1)892_|n Q_ Inx(xlnx+2x+2)
%]

5 )=

X
7 F=Iee) (F =3¢ =3
X X
+20 X-9-x-2, x-9 _ -11
9 10=Ing gy 10 (x- 97 x+2 (x- 9)(x+2)
9 () =Iny3- x=2In@3- x) ;f =~ = 1
2 ’ 23-x  2(3-x)

10) f(xX) =In(Inx) ; f’(x) = %% ; formule f(u(x))

Exercice 2
1) Inx=0sx=1
2) Inx=-2sx=¢?car €=
3) In(3- 2x) =1 équivaut a3 -2 x = ecar €"* = x et lafonction & est strictement

3-e
croissante donc x = —

2 . -2
4) Inx:-§ sx=e?ca =

5) In(x2- 4) <0 équivaut aux lignes suivantes :
|

g9 <& car lafonction € est strictement croissante
x2-4<1car € =x
o VShos)o s}
6) | Eé%—- 3< 0 equivaut aux lignes suivantes :
a
|n8é’39<3
a
1+X

— ~<¢® car lafonction € est strictement croissante et car €"
X
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7)

8)

9)

3
1+x- xe <0
X
+ _ 3 N ,
1+(1- €)X, S:Eb; 31 ¢
X e’ - 18
Inx- 23 0 équivaut aux lignes suivantes :
Inx3 2
x3 e2car lafonction € est strictement croissante et car €"* = x
S= [e+¥|

In(3x- 1) =In(5x- 2) équivaut aux lignes suivantes
3x —1=5x —2 car lafonction € est strictement croissante et car €"* = x
w=1
2
In(3x+2) £1In(x- 5) équivaut aux lignes suivantes
3x +2 £ x —5 car lafonction € est strictement croissante et car €™ = x
7 u 70
XE -— S= - ¥- -/
2 i} 2H

10) In(x2- 16) 3 In2x équivaut aux lignes suivantes

x2-16 3 2x car lafonction € est strictement croissante et car €"* = x
X2-2x—163 0 D=4+64=68 S= | ¥;1- J17|E [1+17;+¥|

11) (2x- 3)In(x+1) >0 .

Etudions o abord le signe de In (x + 1) : cette fonction est définie sur [- 1,+¥[ on
travaillerasur cet ensemble. In(x+1)>0s x+1>1doncs x>0.Onaalorsle
tableau de signes suivants :

X -1 0 3 + ¥
2
2x =3 - - 0 +
In(x+1) - 0 + +
P + 0 - 0 +
SV R
S=|-10E ;-*t¥a
k1o He' &

12) In(In x) >0 équivaut aux lignes suivantes

Inx>1
X>e S:]e;+¥[
Exercice3

1) (Inx)?2- 3Inx- 4=0.0npose X =Inx d ouI’équation X2-3X -4=0; D =25
donc X' =4et X’ =-1;doncx =e*etx’ =¢*

2) (Inx)2- Inx-30=0:X2-X-30=0;D=121,X' =6e X" =-5doncx =€’ et
X' =e°.

3) (Inx)2+3ln1-1O:O équivaut a(Inx )2-3Inx—-10=0:X2-3X-10=0; D =49

X

X' =5et X' =-2 doncx =€ et x’' =e?
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4)

5)

6)

7)

2(Inx)®- 9In2x- BInx+5=0 : 2X*—9X2-6X +5=0, on remarque que X = - 1 est

solutiondoncl’équationdevient'(X+1)(2X2-11X+5):0; D=81,X =5¢t
X" -1 DouS—l e\/E

2 b
.6 é °
2In2x- 3Inx- 5£0:2X2-3X-5£0; D =49 XI etdoncx T &€y

50
ngH &e

2In2x+Inx- 6>0 1 2X2+X-6>0; D =49, X1 |- ¥;- 2[E

O C'

e
et donc
g
R .ud é
xi | ¥;e?[E g2evg
a é

In2x- 5Inx3 0 équivaut a:Inx (Inx—5) 3 0. Ontravaille sur ]O;+¥] .Voici le
tableau de signes :

X 0 1 e + ¥
In x - 0 + +
Inx -5 - - 0 +
P + 0 - 0 +

s= ol [e5;+¥[

8) 7In®x+8In2x+9Inx3 0 ; 7X3+8X2+9X 3 0 équivautaXx (7X2+8X+9)30.
D =-188donc7X2+8X +9>0etdonc X1 [07+¥[ etdoncx T [1;+¥]
Exercice4

Lafonction f(x) = In(e™ - € +1) .

1)

2)

3)

Lafonction f est définies e - e+1>0 or X2-X +1>0car D =- 3<0doncf est
définiesur R .
lime™- e +1=1et lim f(x)=In1=0

X® - ¥

lim € - e +1= lim ezxa- 120 4y @ liminu=+¥ donc lim f(x)=+¥ .

X® +¥ X® +¥ é e* ezx u® +¥

La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d’ équationy = 0
£1(x) = 2™ - ¢ _ ex(2eX - 1)

er_ex+1 er_ex+1
Résolvons 2e* - 13 0 équivaut aux lignes suivantes:

ex3E
2

est dusignede2 € —1d apresl) .

1 . ) )
X3 InE car lafonction In x est strictement croissanteet Ine =x .

Donc , f est croissante sur [- In2;+¥[ .
Calculonsf(x) —y =

In(e™ - € +1) - 2x:In(e2X(1- e‘x+e‘zx))- 2x=Ine* +In(1- e‘x+e‘zx)- 2x=In(1- e * +e %)

Or lime®*=Ilime*=0 donc lim1l- e*+e?*=1etln1=0
X® +¥ X® +¥ X® +¥
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donc xlérﬂe f(X)- y=0 etladroited équationy = 2x est bien asymptote ala courbe .
Pour étudier la position relative de la droite et de la courbe , il faut regarder le signe de
In(l- e +e‘2x) :

Or In(l- e +e‘2x) >0 équivaut aux lignes suivantes

1-e*+e¥>1

e*e*-1)>0 ore*>0

e">1
X < 0 car lafonction exponentielle est strictement croissante . Donc sur ] ¥ ;O] la
courbe est au dessus de son asymptote et sur [O; +¥[ la courbe est en dessous de son

asymptote .

Exercice5
_ YA
1) Soitf(x) = In&Sr X9
é3- Xg
lim SYX =0 et liminu=-¥ donc lim f(x)=-¥
x®-3" 3- X u® 0 x® -3*
. 3+X . .
lim ——=+¥ et limInu=+¥ donc lim f(x) =+¥ .
x®3 3- X u® +¥ X® 3

La courbe de f admet deux asymptotes verticales d’ équationx =3 et x =- 3

2) f'(x)= 3- X#3+X, 3 X_ 6 > 0 sur le domaine de définition donc la
(3-x2 3+x (3- X)(3+x)
fonction f est croissantesur | —3; 3[ .
3) Montrons que lafonction f est impaire:
f(- x):lngé'—xgzln(& X) - In(3+ x):-[ln(3+ X) - In(3- x)]:- |n8‘3ﬂ9:- f(X)
€3+ Xg é3- Xg
et le domaine de définition de f est symétrique par rapport a0 donc f est impaire et
I’ origine du repére est centre de symétrie de la courbe de f.
Exercice 6
1) Soitfx) = n&*10. 1
e X g x+1
lim i:O , lim X+ lim 1+£:1 etlIn1=0donc lim f(x)=0
x®+¥ ¥ +1 x®+¥ ¥ X® +¥ X X® +¥
La courbe admet une asymptote horizontale d’ équationy =0 .
lim>*1= 4y et lim Inu=+¥ donc Iimlnge(—{Lg: +¥ , deplus lim—=— =1 d od
x®0 ¥ u® +¥ X0 & X g x®0xX+7]1
Ii(grg f (X) = +¥ et lacourbe de f admet une asymptote verticale d’ équationx = 0.
2)f,(x):x-x-l, X 4 1 _ 1 + 1 :-x-1+x:_ 1
X2 Xx+1 (x+1)? X(Xx+1) (x+1)2 x(x+1)?2 X(x+1)2

sur Jo;+¥[ . Donc f est décroissante sur |0;+¥|
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Exercice 7

1)

2)
3)

Soit f(x) = x- 1+Ir17x .

Ilggx 1=-1et I|<gr(1)ln7—-¥ donc I|mf(x)—-¥ et lacourbe de f admet une

asymptote verticale, ladroite d équation x =0 .

lim x- 1= lim Inx=+¥ donc I|m f(X)=+¥ .
X® +¥ X® +¥

frx) =14 - =241
2x

>0 sur ]O;+¥[ donc f est croissante sur ]O;+¥[

f est une fonction continue comme somme d’ un polyndme et d’ une fonction
logarithme népérien , f est strictement croissante sur ]O;+¥[ et 0 est dans!’intervalle

image de ]O; +¥ [ donc par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe une unique solution a dans ]O;+¥[ del’équationf(x) =0.a=1.

Exercice 8

IV

2)

im M0 i @4 X) - In1+0) e 1 %) 1= £(0) (onautilisélaformule
x®0 X x® 0 Xx-0 e]_

du nombre dérivé de lafonctionIn (x + 1)) . Doncf est continueen 0
Commencons par éudier le signe de lafonction g(x) = In(1+ x) - x + % X2 - %X"‘ :

Pour cela, nous alons étudier les variationsde g :
- 1- X+ X+X2- x2- X3 3 ]
g’(x):i-l+x-x2:1 1o X+ x+XxE- X2- X =. X <0s x>0.Doncgest
1+x 1+x 1+x

décroissante et g(0) =0doncg(x) £ 0d'ou: In(1+X) - X£ - %xuéx?‘ :
In(1+ X) - x£_i+ix .
X2 2 3

Comme x2>Qaors:

Maintenant , étudions le signe de h(x) = In(1+ X) - x+%x2 h'(x) =

-1- 2 2
L x 2 BXEXXE X S h0) = 0donc h(x) @ 0
1+x 1+ X 1+ X

In(1+x)- x, 1
NG 27
Etudions maintenant la déivabilité def en 0 - fim 09~ (0 _jp, I+ X) - x
x® 0 X x® 0 X2
par I’ encadrement précédent , en utilisant le théoreme des gendarmes
lim In(1+Xx) - X 1 . L 1

=- = donc lafonction f est dérivableen O et f’(0) = —.
x® 0 X2 2 2

et In(1+x)- x3 - %xz et puisque x2> 0, on obtient :

et

Exercice 9
1) Faux : f(x) = 3 € est auss solution .
2) Vrai:f'(x)=5€ =f(x)

X

e
3) Faux : par croissance comparée lim — = +¥

X® +¥ ¥

4) Vrai par croissance comparéee
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5)
6)

7)

8)

9)

Vrai car lime* =0
X® - ¥

Vra car lim e** = +¥
X® +¥

2X 2X
Faux: lim& L =tim& 2 1 - 2e2y0)" 1 =2 ( nombre dérivé de &)
x®0 By x® 0 X 5 5 §5
2X 2X 2X
Faux : lim & 1:Iime ’Z-i:+¥ car lim & =+ par croissance
x®+¢ By ®+¥ 2y § By X® +¥ 2y
comparée .

Vrai car €' >0

10)Vrai : € - 4=(g"- 2fe*+2)=0 et +2>0donce’ =25 x=In2
11) Vrai car lafonction exp est strictement croissante

12) Vrai car "> 0

13) Faux : la dérivée de 4e ™ est - 82"

14) Faux : ladérivée de (€)? est 2 & € =2 (%)

15)Vrai: € =1=¢€"dx=0

16) Vrai : pour que la premiére existe, il faut que la deuxieme existe auss .



