Résolution d’' équations différentielles du premier ordre

Les éguations que |’ on sait résoudre

En terminale, deux types seulement d’ équations différentielles sont résolubles directement
Lapremierey’ =ay + b et ladeuxiémey’ = ay avec aet b desréds. Il ne faut donc pas
appliquer ces formules avec n'importe quoi !

Si I’ exercice commence par un autre type d équation différentielle, les questions successives
vont permettre de larésoudre alafin de I’ exercice, donc pas de précipitation.

Formules

Les solutions de I’ équation différentielle y’ = ay sont de laforme y = ke™ avec k réel
Les solutions de I équation différentielley’ = ay + b sont delaforme y = - g+ ke™ avec k

régl

Exemples
L’ équation différentielley’ = 3y —8 a pour solution y :§+ ke aveck réd.

L’ équation différentielley’ = 3y + X ne peut pas étre résolue avec lesformules.

Changement de variable

Pour passer d'une équation que I’ on ne sait pas résoudre a une éguation type, on procede par
changement de variable et on prouve I’ équivalence entre deux équations différentielles. Pour
cela, commencer par exprimer la dérivée de I’ une des variables en fonction de I’ autre puis
remplacer dans une équation différentielle pour retrouver I’ autre égquation différentielle

Exemple
Soit I’ équation différentielley’ +y =x + 1 (E1)
On posez =y —x. Montrer que z est solutionde z + z=0 (E2)

Solution

Commencons par calculer y en fonctiondez:y =z + X
Caculonsladériveedey:y =7 +1
Remplagonsdans(El) : Z +1+z+x=x+1

On smplifie: Z+z=0

On abien (E2)

Déterminer toutes les solutions d’' une éguation inconnue
Il faut se servir des questions précédentes

Exemple
Lebut est derésoudre: 2y’ + 3y =x2+1 (E1)
2
1) Montrer que lafonction f telle que f(x) = % - % +% est solution de (E1)
2) Montrer que g + f est solution de I’ équation (E1) si et seulement si g est solution de
I’ équation différentielle (E2) : 2y’ + 3y =0
3) En déduire toutes les solutions de (E1)
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Solution

1)

2)

3)

Pour montrer que f est solution de (E1), on varemplacer y par f et vérifier que

I’ égalité reste vraie:

2f " (x) + 3f(x) = 288_)(_ 40, g Ax 1ro_4x 8 o, Ax 17 _ . ..q
e3 9g &3 9 27g 3 9 3 9

Donc f est solution de (E1)

On suppose que g + f est solution de (E1). Ceci équivaut aux lignes suivantes :

2(g+f)y +3@+H=x*+1

29 +3g+2f +3f=x2+1

29’ +3g=0car par laquestion 1) 2f" + 3f =x2+ 1

On adonc bien g solution de (E2)

3
Puisgue g est solution de (E2) alors g est solution de y'=- gy etdoncg= ke 2" avec

k rédl.
De plus, on dit dans la question précédente que les solutions de (E1) sont de laforme g
+ f, or on connait ces deux fonctions, donc les solutions de (E1) sont :

2 -Ex
x. ﬁ+£ + ke 2 aveck rédl.
3 9 27
Exercices
Exercicel
Résoudre
1) y=-2y | 2) 3y-2y=0 | 3 -y+0ly=0
Exercice 2
Déterminer la solution f de I’ équation différentielle :
1) 3y+by=0etf(-1)=0 4) 2y'+y=3ef’'(0)=1
2) 2y-4y=0etf’'())=1 5 y'=-3y+5etf(0)=0
3) y=-5y+letf(l)=0
Exercice3

Soit (E) I'équation différentielle: y'=y(1- y) . On pose z:% :

Montrer que z est solution de I’ équation différentielle (E') : z'=-z+1 .
Résoudre (E’) puis (E).

Exercice4

Soit (E) I’ équation différentielle y'+2y = cosx .

Montrer que g(x) = 0,4cosx +0,29n x est solution de (E).

Montrer que f est solution de (E) s et seulement si f — g est solution de I’ équation
différentielle (E') :y’ +2y =0

En déduire les solutions de (E).
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Exercice 5 (bac)
On considére | équation différentielle (E1) : y'- 2y =
1) Démontrer que lafonction f(x) = xe™ est solution de (E1)
2) Résoudre I’ équation différentielle (E2) : y'-2y =0
3) Montrer qu’une fonction g est solution de (E1) si et seulement si g —f est solution de
(E2)
4) En déduire toutes les solutions de (E1)
5) Déterminer lafonction solution de (E1) qui prend lavaleur 1 enO.




