Méthodes de géométrie dans |’ espace

Déterminer une éguation cartésienne de plan

L’ éguation cartésienne d’un plan est du type ax + by + cz+ d =0 avec (a;b ;c) les
coordonnées d’ un vecteur normal du plan .

On procéde en deux étapes : D’ abord déterminer un vecteur normal au plan
Ensuite déterminer d .

Premiere étape : Déterminer un vecteur normal au plan (ABC)
Rappels:

Un vecteur est normal au plan s'il est orthogonal au plan
Un vecteur est orthogonal aun plan si et seulement s'il est orthogonal a deux
vecteurs sécants du plan
Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul
Sionat(xy;z) et V(x;y';z) aors UV = xx+yy'+zZ

Soit i un vecteur normal de (ABC) alors ixAB =0 et ixAC =0 et i>CB=0

Deux éguations suffisent donc on garde par exemple n xAB =0 et fixAC =0

Ensuite , on détermine deux des coordonnées de i en fonction de latroisieme . On choisit

une valeur pour cette variable et on en déduit les deux autres .

Exemple

Déterminer un vecteur normal de (ABC) avec A(0;2;3),B(1;0;5) et C(1;1;0) .

Ona: AB(L-2:2) et AC(L-L-3)

Onpose ii(a;b;c) .

1AXAB=0 ja- 2b+2c=0 L1
o R donc |
TAXAC =0 ia-b-3c=0 L2

Enfaisant L1- L2 : - b+5¢c=0 doncb=5c

Enfaisant L1- 2L2 : - a+8c =0 donca=8c

Puisque tous les vecteurs normaux d’ un méme plan ont des coordonnées proportionnelles, on

peut choisir lavaleur qu’ on veut pour ¢ . Prenonsc=1.

Alors ri(8;5;1)

Ona

Remarque:

Si on adesfractions, on essaie de choisir ¢ pour ne plus avoir de fraction
i__2
.I.a:—c

Par exemple, sionavaiteu: i Z’ , on pouvait choisirc=15. Ains ,a=10etb=12.
%bZEC

Deuxieme étape : déterminer d
On ales coefficientsdevant x , y et z . II manque donc d . Pour celaon remplace (X ;y ;z) par
les coordonnées d’ un point du plan et on résout I’ équation pour trouver d
Exemple
En gardant I’ exemple précédent , on a comme équation cartésienne du plan (ABC) :
8x+5y+z+d=0
Il manque d
Du plan (ABC) , on connait troispoints: A ,B et C
On en choisit un, prenons C ( moins de risque d’ erreur de calcul avec desO et des1)
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8 1+5°1+0+d =0

Onrésout : d=- 13

L’ équation de (ABC) est donc : 8x+5y+z-13=0

Remargue 1 : s on avait pris A ou B , on trouvait le méme d

8 0+5 2+3+d=0donned=-13avec A

8 1+5 0+5+d=0donned=-13 avec B

Remargue 2 : les équations cartésiennes d’ un méme plan sont proportionnelles . C'est-a-dire
que I’ équation 16x +10y +2z- 26 =0 est auss une éguation de (ABC) .

En général , on essaie de les simplifier au maximum .

Des variantes
On peut demander I’ éguation cartésienne d’ un plan sans donner trois points du plan .
On en donnera un ( pour pouvoir calculer d) mais on donnera des indications qui permettent
de trouver le vecteur normal par d’ autres raisonnements .
Pour cela, quelques regles aretenir ( on peut s aider de schémas)

T } Deux plans paralléles ont le méme vecteur normal ( &une
J constante prés donc on peut prendre le méme)
' l Deux plans orthogonaux ont des vecteurs normaux
. orthogonaux

Des plans sécants ont des vecteurs normaux non colinéaires ( leurs coordonnées ne sont pas
proportionnelles)
Si un plan contient une droite, il contient le vecteur
directeur de cette droite .
YA Si une droite est orthogonale a un plan , son vecteur
directeur est le vecteur normal du plan .

‘ Ici , D est dans P, son vecteur G est orthogonal a ni
D’ est orthogonale a P alors son vecteur G' est
colinéaire ( on peut méme considérer égal) a i
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Exemple
Déterminer I’ éguation cartésienne du plan P paralléle au plan P d’ éguation

2x- y+3z- 12 =0 sachant que P passe par A(0 ;8 ;5)

Puisque P et P sont paraléeles, ils ont méme vecteur normal .

Le vecteur normal de P est i(2-13) : celui de P auss

Donc une équation cartésiennede Pest: 2x- y+3z+d =0
Puisque A appartientaP,ona: 2° 0- 8+3" 5+d=0doncd=-7
EtdoncP: 2x- y+3z- 7=0

Représentation paramétrigue de droites
On a besoin du vecteur directeur de la droite et d'un point de ladroite
Onaadlors:

Un point M(x ;y ;z) appartient ala droite D de vecteur directeur U(a;b;c) et qui passe par le
I X=X, +ka

point A (x,;y,:z,) S et seulement si: {y =y, +kb aveck rée .
¥ z=2z,+kc

Cas classique
On détermine le vecteur directeur de la droite et on applique simplement la formule ci-dessus

Exemple

Déterminer une représentation paramétrique de (AB) avec A(1 ;2 ;3) et B(0;8,4)
Commengons par déterminer un vecteur directeur de (AB) ; soyons simples!
AB(- 161)

Ladroite (AB) passe par A et B ( ce qu on peut étre simplistes quand méme!)
On choisit un point : A par exemple

On applique laformule :

I x=x,+ka=1-k

%y:yA+kb:2+6k avec k réel .

1 z=2,+kc=3+k

Remarque :
Si on choisit B , on a une autre représentation paramétrique de la méme droite .

i ox=-K

ly=8+6k' aveck’ réd

¥z:4+K

En fait , ce qui change pour les points, c'est le «k » .

Avec lapremiére qu’'on atrouvé, le point A correspond ak =0
Avec ladeuxiéme: le point A correspond ak’ = -1

Des variantes
Comme précédemment , on peut donner des indications autres que deux points pour trouver le
vecteur directeur de ladroite .
Deux droites orthogonales ont des vecteurs directeurs orthogonaux ; leurs vecteurs normaux
sont orthogonaux ; on peut aussi dire que le vecteur directeur de |’ une est le vecteur normal de
I"autre .
Deux droites paralléles ont le méme vecteur directeur et le méme vecteur normal .
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Retrouver |a représentation paramétrique a partir de deux équations de plans
Rappels :

L’intersection de deux plans est soit vide, soit un plan, soit une droite

Deux plans sont sécants si leurs vecteurs normaux ne sont pas colinéaires

Autrement dit , quand on ales équations cartésiennes de deux plans, on peut chercher leur
intersection .

Si c'est une droite, alors on doit pouvoir retrouver la représentation paramétrique de cette
droite a partir des deux éguations de plans .

Pour cela, on utilise les combinaisons linéaires pour exprimer deux variables en fonction de
latroiseme.

Exemple
Soient P: 3x+7y-5z+2=0etP : 2x- 3y+z- 4=0
On veut déterminer la représentation paramétrique de la droite intersection de ces deux plans
Commencons par verifier gue ces deux plans sont bien sécants :
Ona Ni(3;7;-5) vecteur normal de P et n'(2;- 31) vecteur normal deP .
L es coordonnées de ces deux vecteurs ne sont pas proportionnelles ( en effet :

3 |7 |-5 | nestpasuntableau de proportionnaité)

2 |-3]|1

Les deux vecteurs normaux ne sont pas colinéaires et donc les plans sont sécants
Déterminons maintenant |a représentation paramétrique de la droite d’intersection
On considére le systeme :

13x+7y-5z+2=0 L1

{2x-3y+z-4=0 L2

On utilise les combinaisons linéaires , comme si on cherchait a résoudre les systéme par
Gauss, par exemple :

i 22 8
123x- 82- 22=0 . i XT 53703
oL1- 3L2 et 3L1+7L2: | cequidonne | 23, 23
{23y- 82+16=0 jy=.16,.8
7 23 23
On pose alors z = k et on alareprésentation paramétrique de la droite intersection de P et P
i 22 8
w X=— 4+ —
:i: 23 23
iy:-1—6+£k avec k réel
i 23 23
i z=k
i

Vecteur et point de cette droite

On peut ainsi en déduire un vecteur directeur de cette droite : aéez%;%;l? ou puisque les
e a

vecteurs directeurs sont tous colinéaires : Gi(8;8;,23) ; et un point de cette droite:: ?2—3 1—6'09
e

23 g
et pas de simplification car les points ne sont pas « proportionnels » , eux !
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Equation cartésienne d’ une sphére

L’ équation cartésienne d’ une sphére de centre A er derayon R est :
(X' XA)2 + (Y' YA)2 + (Z' ZA)2 =R’

On donne lerayon et |e centre
Dans ce cas, on applique simplement la formule ci-dessus

Exemple
Déterminer une équation cartésienne d une sphere de centre A(5 ;3 ;0) et de rayon 6

(x- %, +(y- y. ) +(z- z,J =R? donne (x- 5)* +(y- 3 +(z- 0)* =6 cest-adire:
(x- 5 +(y- 3 +22 =36

On donne une équation et on veut retrouver centre et rayon
Pour cela on utilise la forme canonique pour faire réapparaitre la formule de la définition
Exemple
Déterminer I’ ensemble des points M (X ;y ;z) de |’ espace qui vérifient :
X2+ y2+72- 3x+4y- 2z+10=0
On regroupe les termes « en famille » : x2- 3x+y2+4y+2z2- 2z+10=0
L2 .2

On sait que x?- 3x est le début de 825‘( 39 mais 8:5‘( 30 - e 3x+9
e 2g e 2g 4
,.2
Donc x2- 3x=8§<-§9 g
e 20 4
On procéde de méme avec lesy et avec lesz, on obtient :
L2
B30 Oy (y+2)- 4+(z- 102- 1+10=0
e 2¢g 4
L2 L2
Soit 8%‘( 3¢ +(y+2) +(z- 1*- 1—9=0 et donc 8@( 39 +(y+2f +(z- 2 _19
e 2g 4 e 2g 4
V19

On adonc I’ éguation cartésienne d’ une sphére de centre A % - 2;19 et derayon &
e a

| ntersection d’une droite et d'un plan

On abesoin d’ une équation cartésienne du plan et de la représentation paramétrique d’ une
droite

On remplace dans I’ équation du plan les x , y et z par ceux de la représentation paramétrique
deladroite, on déterminek .

Exemple
Déterminer le point d'intersection du plan P: 2x+3y +4z- 8 =0 et de ladroite D dont une
ix=2- 3K
représentation paramétrique est : %y:- 1+k aveck reed
¥ z=3+Kk
On remplace dans!’égquation de P: 2(2- 3k) +3(- 1+ k) +4(3+Kk)- 8=0 . On résout :
ix=2- 3-5)=17
5+k=0donck=-5. Onadonc: : y=-1-5=-6 etlepoint dintersection est
¥ z=3-5=-2

B(17 ;-6 ;-2) .
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Distance d'un point a une droite dans |’ espace

Rappels:
Dans e plan : Soit d une droite d’ équation ax + b + ¢ = 0 et soit M(u,v) un
oint du plan : Alorsladistance de M & d est donnée par jau+bv+g
p plan : 0 e

Dans |’ espace : Soit P un plan de I’ espace d’ équation ax + by + cz+d =0 et
soit M(u,v,w) un point de I’ espace . Alors la distance de M a P est donnée par
lau +bv +cw+d|

Jaz+ 2 +c?

On a ces deux formules a notre disposition qui permettent de calculer des distances ; hélas
aucune ne s applique a cette situation !

On doit donc utiliser le projeté orthogonal .

Méthode : on cherche a déterminer la distance d’ un point A aladroite D .

1) On détermine lareprésentation paramétrique de D .

2) On appelle H le projeté orthogonal de A sur D

3) Par définition, H est sur D donc les coordonnées de H vérifient la représentation
paramétrique de D .

4) Par définition, (AH) et D sont orthogonales donc on utilise le produit scalaire :

AH i = 0 et on déterminek .
5) On caculelalongueur AH

Exemple
Déterminer ladistance de A(2 ;3 ;1) aladroite D de représentation paramétrique :

i x=1-k
%y:-2+3k aveck réel .

[ z2=3-2
i x=1-k
Soit H(x ;y ;2) le projeté orthogonal de A sur D alors H est sur D et donc %y: -2+3k
G
P z=3- 2k

A partir de lareprésentation paramétrique de D , on peut déterminer un vecteur directeur de

D: G(-13-2) ; deplus AH(x- 2,y- 3;z- 1) cest-&dire

AH(1- k- 2-2+3k- 33- 2k- 1) etdonc AH (- 1- k;- 5+3k;2- 2k)

(AH) et D sont orthogonales donc AH i =0 donc : - (- 1- k) +3(-5+3k) - 2(2- 2k) =0

Cequi donne: - 18+14k =0 donc k _18_9
14 7

On adonc AH( 1-%-5+3 92 27 _) donc AH§1_76_§;_119

Calculons maintenant AH = \/86_69 +3§9 3@9 _ /336 _ 284

€70 &7g é7gp 7 7

2./84
say

Ladistancede A aD est donc




