Démonstrations nombres complezes

1 Les conjugués

A retenir
Soient z et z’ deux nombres complexes . Alors on a :

l. 242 =z+ 2

2. 2z =72

6. 2=z

7. Si z = z + 1y alors 2z = 2% + ¢

Le principe

Pour toutes ces démonstrations, on va écrire z et z’ sous forme algébrique : z = x + iy et
Z/ — x/ + Zy,

Les démonstrations

L2+ =a+2 +ily+y)=a+a —ily+y)=ax—iy+a —iy =2+ 2

2. 22 = (v +iy)(@' +iy) =z’ —yy' +i(zvy +2'y) = v2’ —yy' —i(zy +2'y)
De plus , zz/ = x + iy x o' + 1) = (v —iy) (2’ — 1)) = 2’ — yy' —ixy’ — iz'y
On a donc bien : 22/ =72/

z
-(5)

Z — Z
3. Par la relation précédente : (—/) X 2 = (—/) X 2 =% donc
z z

|

4. z4+zZ=c+1wy+ax—1y =22

5. z—Z=uz+iy— (z—iy) =x+iy —x + iy = 24y

&
wll

=r—wW=x+iy==z

7.2z = (x+y)(r —iy) = 2* — (iy)? =22 — *y? = 2® + y?
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2 Les modules

Soient z et z” deux nombres complexes :

A retenir

1. 2z=z|2

2. [z = I7]
3. [z2'] = [2[|#]
s 222
2 | 2]
5. |2"| = |z|™ pour n entier naturel

Le principe

On utilise la définition du module pour les trois premiéres puis la troisiéme pour démontrer
les deux derniéres

Les démonstrations

1.

On pose z = x + iy . On a par définition : |z| = /22 + y?
De plus , 2z = (z + iy)(z — iy) = 2° + y?

2| = a2 +y?

7l = |z — iyl = Va? + (-9) = V2> + ¢

22| = |(x +iy) (&' + )| = |2’ —yy' +i(2'y +2y)| = /(za’ — yy')? + (¢'y + 2y)? =
V(@) + (yy')? + (2'y)? + (2y)?

De plus : [2]|2] = /a2 + 2 x /o +y? =/(a2')? + (zy')? + (y2')? + (yy')? Donc
22| = |]|7/]

. Par la relation précédente : ’3,’ x || = i/ x 2| = |z
z 2

Donc : |=| = M

2 | 2]
On va démontrer cette relation par récurrence .
Initialisation : Pour n =1, |z| = |2|
Hérédité : On suppose que pour un n donné , |[z"| = |z|™ .
Alors |z" ] = |2"x z| =|2"||z| par la troisiéme relation . De plus par ’hypothése
de récurrence , on a : |2"||z| = |2|"|z] = |z|"T! .
Conclusion , |z"| = |z|™ pour tout n .
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3 Les arguments

fg A retenir

Soient z et z” deux nombres complexes .

1. arg(z2') = arg(z) + arg(2') + 2k=n

2. arg <§> =arg(z) —arg(?) + 2kw

3. arg(z") = narg(z) + 2km

4. arg(Z) = —arg(z) + 2kn

Le principe

On revient a la définition de 'argument et on utilise les formules de trigonométrie qu’il faut
donc bien connaitre pour la premiére . Les autres en découlent .

La premiére démonstration : la plus technique

Nous allons procéder avec la définition de I'argument .
e Notations : Soit z = x + iy tel que arg(z) =0 .
Soit 2 = 2/ + iy’ tel que arg(z') =0 .
Soit u = a + ib tel que u = zz’ . On pose arg(u) = «

e But : Montrer que arg(u) =60+ ¢’

e Traduction avec les affixes : u = 22" <= (v +iy)(2' +iy') =a+ib
— xx —yy +i(zy +2'y) =a+ib <= a=zx2' —yyetb=zy + 2y

T
e Traduction avec les arguments : cos() = — et sin(f) = X

/ / || 2]
x . Yy
cos(t)') = I et sin(0') = 7]
a xx' —yy . b zy' + 2y
cos(a) = — = —on et sin(a) = o = NEIEIR
PIEE ful L2l
zx' —yy’
e Premiére formule & démontrer :cos(f + 6') = cos(a) = W
2|z

cos(0 + 0") = cos(0)cos(8') — sin(0)sin(0")
Donc |z||Z'|cos(0 + 0') = |z|cos(0)|Z|cos(0") — |z|sin(0)|2|sin(0') = xa’ — yy’
Donc cos(a) = cos(0 + 6')

vy + 2’y

e Deuxiéme formule & démontrer : sin(f + 6') = sin(a) = BIE
||z

sin(0 + 6') = sin(0)cos(0") + cos(0)sin(0)
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Donc |z||2/|sin(0 + ') = |z|sin(0)|2|cos(0') + |z|cos(0)|Z'|sin(8) = yx' + xy
Donc sin(a) = sin(6 + ¢')

e Onadonca=0+0 +2kr

’ & Attention
cos(0 + 0") = cos(0)cos(0') — sin(8)sin(8)
cos(0 — 0') = cos(6)cos(0") + sin(0)sin(0")
sin(0 +6') = sin(0)cos(0") + cos(0)sin(0)
sin(0 — 0') = sin(0)cos(0") — cos(0)sin(6)

Une autre version de la premiére démonstration

On utilise I'écriture trigonométrique : ce sont les mémes calculs mais la présentation gagne
en élégance .

Les autres démonstrations
e arg <3/ X z’> =arg <i/> + arg(2’) par la formule précédente
z z
donc arg(z) = arg (i/) +arg(?')
z
e On procede par récurrence .
Initialisation : arg(z) = arg(z) Vrai au rang n = 1
Hérédité : On suppose que pour un n donné , arg(z") = narg(z) .
arg(z") = arg(2"z) = arg(z") + arg(z) = narg(z) + arg(z) = (n + 1)arg(z)

e Posons z = x + iy avec arg(z) = 0 alors Z = x — iy . Posons arg(z) =6 .
x = |zlcos(0) et y = |z|sin(f) . On a alors —y = —|z|sin(f) = |z|sin(—6) donc
cos(0') = cos(0) = cos(—0) et sin(0') = sin(—0) donc 0" = —0

Angles et longueurs

A retenir
Soient A(za;ya4) d’affixe a , B(zp,yp) d’affixe b et C(z¢;yco) d’affixe ¢ alors :

1. AB=1|b—q
2. <7, /@) =arg(b—a) + 2km

5. (ABAC) = arg (F=2) + 2hr
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Le principe

On utilise les définitions .

Les démonstrations

L zgp=b—a= (vp—xa)+i(ys —ya)
AB = \/(zp —x4)?+ (yp —ya)? = [b—q

2. Soit un point M d’affixe z tel que @\7 = 1@ . Par définition , arg(z) = (7, @\_)/[ :

Or z—0=0b—a donc arg(z) = arg(b—a) = (7,0—J\>4) = (7,1@)
3. (E, 1@) = (E, 7) + (7,1@)
~ ()« (7:10) -

Donc : —arg(b — a) + arg(c — a) =arg (C — a)

b—a

Réel ou imaginaire pur

fg A retenir

1. 7 est réel si et seulement si z =7

z est imaginaire pur si et seulement si z = —Z

LS
°

z est réel si et seulement si arg(z) = kn

z est imaginaire pur si et seulement si arg(z) = 5 + km

Le principe

On utilise simplement les définitions .

Les démonstrations

1. e Soitz=z41y. Alors: 2=72 <= crx+iy=x—1y < 2iy=0 <= y =
0 < 1z réel.

¢ 2 =7 <= x+iy=—-cr+iy < 20 =0 < =0 <= 2z imaginaire
pur
2. e Soit z = re? avec r réel positif . Alors : arg(z) = knr < 2z =re?" = 4r =

7 réel

e arg(z) = g + kr < z=r(xi] = fir <= 2z est imaginaire pur
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La forme exponentielle

£

A retenir
1. e =1

2. arg (ew) =0+ 2km

3 @il — pi(0+0")

5. Formule de Moivre : ¢ = (eie)n

ot 1 o—if o0 —i0
6. Formules d’Euler : cosf = — et sinf =

Le principe

On utilise les propriétés précédentes et la définition de 1’écriture exponentielle :
e = cosf +isind .

Les démonstrations

1.

2.

€| = Vcos20 + sin?0 = V1 =1
C’est la définition de I’écriture trigonométrique .

Soient z = € et 2/ = ¢ alors arg(z2') = argz + arg? =0+ 60" .
De plus , |22/| = |z||Z| =1
Donc zz' = 10+

Soit z = ¢ | alors |Z] = |2] = 1
Et arg(z) = —arg(z) = —0
Donc z = le™%

Par récurrence . L’initialisation est immédiate pour n=1 .

POV LA ) i 1O\ T
Hérédité :On suppose que pour un n donné , e = ele)
ein+1)0 _ ind i _ (ew)"eie _ (eie)"ﬂ

, alors :

On a : € = cosf + isind et e~ = cosh) — isinf . On ajoute et on obtient la premiére

formule d’Euler . On soustrait pour la deuxiéme .



